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Пусть в пространстве (x,y,z) дан вырез в виде шара радиуса 1, 
центр которого находится в начале координат.

В оставшейся части пространства при t < 0 параллельно некоторому 
определенному направлению распространяется плоская волна со ско­
ростью а, так что в момент времени t — 0 фронт волны достигает сферы.

Диффракционное возмущение, вызванное шаром, для t > 0 носит 
характер волн, расходящихся от шара во внешнее пространство и зату­
хающих на бесконечности.

Введем сферические координаты (г, 9, <р) и сформулируем математи­
ческую постановку задачи диффракцпи.

Требуется найти решение волнового уравнения
дги . й2и . д2и_  1 д2и ,. ,
дхг ' дуг г dz* a2 dt2 ’ *

имеющее при t < 0 вид плоской волны и заданное соотношением 
и, = / («£ -ф я: sin k cos v + у sin к sin v + z cos к) =

= / [at -j-rsinQ sin к cos (9—в) -ф r cos 6 cos к], (2)

где /($) = 0 при $<1 так, чтобы сумма падающей плоской волны и± 
и добавочного возмущения и2, получаемого в результате диффракции, 
во всякий момент времени t 0 удовлетворяла бы граничным условиям 
вида

(г^-фиЛ^^О (3)

для закрепленной границы, или

для свободной границы.
В наших предыдущих сообщениях ф) мы дали решение волнового 

уравнения (1), являющееся обобщением известного решения для случая 
радиальных колебаний и представляющее собой совокупность расходя­
щихся и сходящихся волн. В нашем случае, ограничиваясь только 
теми решениями дифференциального уравнения (1), которые соответ­
ствуют волнам, двигающимся наружу, имеем:
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“■=2 2\[ЛПў т (at — r cos hl) cos +
n=0 m=0 0

+ Bn, m(at — r cos hl) sin m <p] Pn (cos hl) sin hldl x

X P^} (cos 0) = 2 2 5 ^An’ mC2) 008 ™^
n=O m=0 —oo

+ Bn, m (z) sin m?] ~Pn dz X P™ (cos6), (5)

где Pn& — полином Лежандра, a Р^ (?)—функция Лежандра высшего 
порядка.

Так как диффракционное возмущение возникает с момента времени 
j = 0, то функции An(z) и Bn(z) примем равными нулю для z < — 1.

Раскладывая заданное решение, представляющее собой плоскую 
волну, в ряд по сферическим функциям, имеем

/ (at + г sin 9 sin X cos (<р — v) -f- r cos 9 cos X] =

+ 2 S la"> m (Г’ i)C0Sm? + bn,m(r, І) 8Іпт<р]Р(пт)(С08б). (6)
n=O m=O

В силу предельного условия (3) для закрепленной границы мы 
должны иметь:

at-l
an,m(M) + 5 An,m(z)Pn(at — z)dz = O, (7)

-1 
at-l

6n,m(M) + J Bn, m(z)Pn(at — z)dz = O. (8)

Таким образом, получаем два независимых одно от другого анало­
гичных интегральных уравнения для определения искомых функций 
An,m{z) и Bn,m(z). Заменяя верхний предел интегралов одной буквой х, 
т. е. полагая at — 1 = х, имеем:

ап С1’ Пр) = “ 5 An, m(z)P„(x —z + 1) dz, (9)
-1

bn C1’ = -^Вп,т (z) Pn(x-z + i) dz, (10)
-1

причем левые части уравнений (9) и (10) при х — —1 обращаются в нуль. 
Интегральные уравнения, (9) и (10) носят название интегральных урав­
нений Вольтерра 1-го рода с регулярным ядром, зависящим от разности 
аргументов. Дифференцируя обе части уравнений (9) и (10), мы приведем 
их к эквивалентным интеграционным уравнениям Вольтерра 2-го рода:

Лп,т(«)+ \ An>m(z)P'n(x — Z-(-l)^2=------------ ----------- , (И)

Вп,т(х)+ \ Вп, m(z) Р'п(х—z +1) dz = —---------д----------. (12)
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Как известно, из теории решения интегральных уравнений Воль- ■ 
терра 2-го рода с ядром, зависящим от разности аргументов, имеем

Резольвента Нп, m (v) равна сумме вычетов функции

— sn 1^
s" + s’1-1?;, (i) + sn-2p; (i) + ... + (i)

по отношению к нулям знаменателя, причем символ Рп($) означает 
и-ую производную.

Таким образом, решение задачи о диффракции плоской волны отно­
сительно шара с закрепленной границей имеет вид:

и — / [at + г sin 0 sin k cos (ср—v) + 
со п со

4-Г COS О COS л] + 2 — г cos hl) COS т<р +
п=0 7И=0 О

A-Bn,m(at—г cos/?£) sin zmp]Pn (cos hl) sin hldlP^ (cos 6), (15) *

где функции Лп.пДр) и Bn>m(p) для р<—1 равны нулю, а для 
р. >— 1 определяются формулами (13) и (14); функция Н (р) = 0 при 
р<1. Для случая свободной границы, в силу предельного условия (4) Ц 
и начальных условий, имеем:

arc cos h (at 4-1)
[ f А'п, т (at —cos hl) cos hl х

(16)}

i

i 
(17) Й

X Pn (cos hl) sin hldl = 0, 
arc cos h (at-f-1) 

^Л'1 ]r. - j 
0

■—cos hl) cos hlPn (cos hl) sin hldl — 0

в предположении, что

lim An, m (z) = 0; lim Bn, m (z) = 0, 
z—1 z->-l

причем первые слагаемые левых частей равенств (16) при t = 0 обра­
щаются в нуль. Введя в интегралах уравнейий (16) новую переменную 
интегрирования, определяемую уравнением z = at— cosM, мы их тогда 
приведем к уравнениям, аналогичным (7) и (8). Таким образом, решение 
уравнений (16) имеет вид:
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где резольвента Ln> т (v) равна сумме вычетов функции

_ sn+l 1^4
Fn = s’1’1 + {р; (i) + m (i)i s- + [p; (i) + ini +... +

— s”+1I11
+ (P«(l) + nln"-1(l)]s+(n+ 1) ln«(l)

по отношению к нулям знаменателя, причем символ Р’п(х) означает 
n-ую производную.

Равенства (18) в силу условий (17) заменяются эквивалентными

Таким образом, решение задачи о диффракции плоской волны отно­
сительно шара со свободной границей определяется формулой (15), где 
функции Лп/т(р) и ВПіт(р) для р <—1 равны нулю, а для р >'— 1 
определяются формулами (20).

Помимо одного волнового уравнения мы рассмотрим аналогичную 
задачу для теории упругости.

Пусть в бесконечном упругом пространстве с постоянными Ляме X 
и [а и плотностью р дан вырез в виде шара радиуса 1, центр которого 
находится в начале координат.

В оставшейся части пространства при t < 0 распространяется в на­
правлении отрицательной оси z плоская волна продольного типа со 
скоростью а = , так что в момент времени t = 0 фронт волны
Достигает сферы.
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Диффракционное возмущение, вызванное шаром для t > 0, носит 
характер волн как продольного, так и поперечного типа, расходя­
щихся от шара во внешнее пространство и затухающих на бесконеч­
ности.

Пусть (иг, и», п0) — составляющие вектора смещения на сферические 
диг ди.

оси (г, 0). При нашем предположении имеем иэ = 0 и —-^ = 0.
Тогда легко показать, что

d'f . 1 Зф . cos 0 , . 1 Зср 1 .„лД-Н а-Ф И0 = - 5й— 5" Ф, (21)дг 'г д() 1 г sin 0 т ’ 0 г 30 дг r~' ' '

где функции ср и ф не зависят от & и удовлетворяют уравнениям:

b* dt'~^ г* sin2 О (23)

' P * P

Математическая постановка рассматриваемой нами задачи диффрак- 
ции для случая закрепленной границы формулируется следующим 
образом.

Требуется найти решение системы уравнений (22) и (23), имеющее 
при t < 0 вид плоской волны и заданное соотношением

<pt = / ^at-\-z)—f cos0),
Фх = 0,

где /(£) = 0 при £ < R так, чтобы сумма падающей плоской волны 
и добавочных возмущений и ф2, получаемых в результате диффрак- 
ции во всякий момент времени t 0, удовлетворяла граничным усло­
виям

Г (?1 + ?а) | 1 дфа cos е 1
L ,дг <эо-г" rsin© ?aJr=R ’

Г 1 а (?1 + ср,) Зфа 1 ,, 1 А
L г 30 дг г ‘2 J r=R

(24)

Можно доказать, аналогично тому, как это нами сделано в цити­
рованной выше работе для уравнения (1), что всякое решение ф (г, 0, t) 
уравнения (23), определяемое равенством

ф (г, 0, t) = ^ ап (г, t) Рп (cos 0) sin 0, (26)
п=0

.коэффициенты которого удовлетворяют условию
lim rn+1+‘an (г, f) = 0,
Г-УСО

может быть представлено в виде:

ф (г, 0, С = 2 [£n(^ —г 008 ^) + -Оп (^ + ^ cos hi)] X 
n=0

X Рп (cos hi) sin hi di sin 0 P'n (cos 0). (27)
944



Решение (27) уравнения (23) представляет собой совокупность рас- 
  ходяшихся и сходящихся волн.

Дополнительные потенциалы, которые соответствуют волнам, дви- 
  гающимся наружу, ищем в виде:
  ОО ОО

уа= Ап {at — г cos hi) Рп (cosAS) sinhidiPn (cos9). (28)
n=0 О

   °° с= 2 \ Вп (bt—r cos hi) Pn (cos AS) sin hi di sin9P^ (cos 9). (29) 
n=0 0

Так как диффракционное возмущение возникает с момента времени 
   / — О, то функции Ап (р.) и Вп (р.) примем равными нулю для р < — R.

Раскладывая заданное решение, представляющее собой плоскую 
   волну, в ряд по полиномам Лежандра, имеем

ОО

?i = /(a« + r cos9) = 2 an^> t)Pn (cos 9)- (30)
   п=0
   В силу граничных условий (25), после внесения в них рядов для <р1?

<р2 и ф2 получаем систему интегральных уравнений 1-го рода типа 
   Вольтерра для определения функций Ап и Вп

at-R
О Г дап (г> И 1 f Л' I.X п А М - z) \ at - 2 J .    ^Jr=H= ^-^^Pn^—R^J-^-dzA-

bt — R
  +n(n + l) $ B^z) (31)
  -R
    at-R

-4n(z)^n+l(^-- Д—^dzA-
-R

, bt-R

+ J B'n{Z) [p^^) b-^-Qn+l (t)] dz (32) 
-R

ги в предположении, что
И limAn(z) = 0; limBn(z) = 0,

z-*—R z-*—R
где

   S
@п+1(ж)=^ Pn{z)dz.

1
Интегральные уравнения (31), (32) дают возможность определить 
функции Ап и Вп в конечном виде в интервале (— R, оо) подобно 
тому, как это нами сделано для уравнений (9) и (10). Аналогично 
решается задача диффракции плоской упругой волны относительно 
шара, на поверхности которого отсутствуют напряжения.
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