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ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА НОРМАЛЬНЫХ КОНИЧЕСКИХ МНОЖЕСТВ 
В ПРОСТРАНСТВЕ БАНАХА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 19 IV 1940)

1. В дальнейшем Е означает некоторое линейное нормированное 
пространство, а Е — сопряженное к нему пространство линейных функ
ционалов (х).

Пусть K^Z-E — некоторое множество, обладающее следующими свой
ствами:

1° Если х^К, то \х£К при к^О.
2° Если х^К и у^К, то х + у^К.
3° Если х^К, х=р®, то —х^К.
Отправляясь от этого множества, условимся писать х < у (или 

у > х\ х,у£Е), если у ф х и у—х£К. Условимся далее писать g</ 
(g, f^E), если gф / и g(x)<f(x) при х^К.

В частности, соотношение g > 0 (g^E) будет обозначать, что gф6 
и g(x)^=Q при х^О, т. е. х^К; линейные функционалы g, удовлетво
ряющие такому соотношению, будем называть положительными.

Обозначим через Q множество всех х^Е, которым соответствуют 
такие пары элементов и^Е, v^E, что

и < х < и, [и| 1, |п|<1. (1)

Очевидно, Q содержит единичную сферу S (|ж| < 1) пространства Е 
и, если x^Q, то —x^Q.

Множество KCZ.E, удовлетворяющее условиям 1°, 2°, 3°, будем 
называть нормальным коническим множеством, если выполняется еще 
следующее условие:

4°. Существует такое 8 > 0, что
|віфе2| > 8 при Сіб А, |ві| = 1 (4 = 1,2). (2)

Критерий А. Для того чтобы множество КгЕ, обладающее 
свойствами 1°, 2°, 3°, было нормальным коническим множеством, необ
ходимо и достаточно, чтобы множество Q было ограниченным, т. е. 
чтобы существовало такое число а > 0, что из (1) следует | х | < и.

Доказательство. Условие необходимо. Действительно, из (1) 
следует, что
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Но тогда

откуда И<|у| + 4-<1 + 4- 
° о

Условие достаточно. Действительно, если
^>6, е2>0, 1^1 = 1^! = !, 

то

и, следовательно,

ei + е, е, + е2
И и ’

'1 I - 1- < а, т. е. а > о = —
х I а

1,

2. Положим для любого ж С К
| ж Iq = inf t (z > 0, xttQY

Тогда при любых ж, ytE и — оо < К < со:
ь и^|ж|«<|ж|, П. = III. |ж + у^И<з + |уЬ

причем первое следует из того, что Q содержит единичную сферу W
Заметим еще, что |ж |Q = 0 тогда и только тогда, когда ж и -ж 

одновременно принадлежат замыканию К.
Отождествим в К те элементы ж и у, для которых | ж —у до

полученное таким образом линейное нормированное пространство' с нормой |ж|е обозначим через Eq. В силу I всякий линейный “унк 
ционал ft Eq порождает естественным образом линейный функционал

Теорема 1. Для того чтобы'линейный функционал f£E допускал 
разложение

/ = £ — (3)
необходимо^ достаточно, чтобы он порождался некоторым функцио
налом из Eq , или, что тоже, чтобы функционал / был ограничен на О. 

Доказательство. Условие необходимо. Действительно, если 
g>0, то из (1) следует, что ’ 

т- е- I g (Q) I | g Аналогично, из h 0 следует, что I h (0} I < I Л I
Откуда |/(<2)|<Ш + 1Н

Условие 1/(01 < С, те |/(ж)|<С при x$Q, достаточно, ибо из 
него следует, что j / (ж) | < С | ж |Q , т. е. / является (точнее, порождается) 
некоторым линейным функционалом из Eq . ;

В силу теоремы Ю. Гросберга и М. Крейна (2) каждый функционал 
f£EQ допускает каноническое разложение

/ g h, (4)
где g и А—линейные и положительные функционалы на Eq, при этом 

І / 1<Э ~ I g Iq +1 h |q (| / |q = sup / (ж)).
Разложение (4) в Eq одновременно порождает требуемое разложение 

функционала / в Е. г
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В частности, из теоремы 1 следует, что если замыкание К не сов
падает со всем пространством Е, то множество положительных функ
ционалов не пусто (впрочем это можно достаточно просто доказать 
независимо от теоремы 1). Действительно, в этом случае существуют 
элементы х^Е такие, что | х |Q ф 0 и, следовательно, Eq, а значит, 
и Eq содержат элементы, отличные от нуля; с другой стороны, каждый 
функционал /gEq , / ф 6 порождает, по крайней мере, один положи
тельный функционал в Е.

Теорема 2. Для того чтобы любой линейный функционал f^E 
допускал разложение (3), необходимо и достаточно, чтобы К было 
нормальным коническим множеством.

Доказательство. Действительно, согласно теореме 1 для того, 
чтобы любой линейный функционал /^.Eq допускал разложение, необ
ходимо и достаточно, чтобы для любого J^Eq множество f(Q) было 
ограниченным, а для этого необходимо и достаточно, чтобы Q было 
ограниченным.

Заметим, что если Q — ограниченное множество, то | х |q топологи
чески эквивалентна норме | х

Если нормальное коническое множество замкнуть, то оно сохранит 
все свои свойства I0-—4°. Поэтому без ограничения общности мы, не 
оговаривая этого, будем считать всякое нормальное коническое мно
жество замкнутым.

3. Д. П. Мильман обратил внимание автора на существование 
следующего критерия.

Критерии В. Если множество К^Е, обладающее свойствами 
1°, 2°, 3°, содержит внутренний элемент и, то для того, чтобы К 
было нормальным коническим множеством, необходимо и достаточно, 
чтобы множество всех х^Е, для которых —и<х<и, было ограни
ченным.

Необходимость условия следует из критерия А. Достаточность 
условия вытекает из того, что если и входит в К вместе со сферой 
радиуса, большего г > О, то

I ж л I Ж I _ I Ж IИ±ги>6’ -]-~и<х<^и,

и поэтому неравенства у <х <6.z, | у ] < 1, | z | < 1 влекут неравенство

и, следовательно, Q ограничено.
Нормальное коническое множество К, имеющее внутренние точки, 

будем просто называть нормальным конусом*.
Если К — нормальный конус, и — некоторая внутренняя точка К, 

то мы положим для любого х^Е: |x|u = inf«, где — tu<x<tu.
Тогда | х |м является нормой, топологически эквивалентной первона

чальной норме |ж|. Положим, кроме того, для любого j^E 
I л / (ж)

* Сперва автор определял нормальный конус как множество К с~ Е, удовлетворяю
щее условиям 1°, 2Р, 3° и имеющее внутреннюю точку со свойством, указанным в кри
терии В. После того как Д. П. Мильман обратил внимание автора на существование 
критерия В, автор нашел общий критерий А и принял приведенные в настоящей 
статье определения нормального конического множества и нормального конуса.
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Обозначим через Ни совокупность всех положительных функционалов 
/, для которых

/(м) = 1 (или, что то же, |/|и = 1). (5)
Введем теперь в пространстве Е слабую топологию (топологию по 

Тихонову). В этой топологии под окрестностью элемента f^E пони
мается всякое множество U (f0; хг , . . . , хп , е) (з > О, € Е, . . . , хп С Е, 
п = 1,2,...), состоящее из всевозможных f^E, удовлетворяющих 
условию

|/о(Ж0 — /(^г)[<® (г = 1, 2, . . .,«).
В силу результатов L. Alaoglu (3) сфера | / |u < 1 является биком

пактным хаусдорфовым множеством, а отсюда нетрудно заключить, что 
и Ни является таковым. Кроме того, если Е сепарабельно, то, как 
легко видеть, Ни есть метризуемое компактное множество.

Теорема 3. Пусть К —нормальный конус, а и — некоторый его 
внутренним элемент. Сопоставим каждому элементу х£Е непрерывную 
на хаусдорфовом бикомпактном множестве Ни функцию <рх(/) = /(ж)

Тогда линейное соответствие х<-*?х(/)  обладает следующими 
свойствами:

1° Соотношение х <у (ж ф у) имеет место тогда и только тогда, 
когда (/) < Ту (/) (/6Я„).

2° <М/)=1 (/€#«)•
3° | х |u = max | <рх (/) | (/€Яи).
Доказательство. Легко видеть, что некоторый элемент х > О 

тогда и только тогда, когда /(ж)^=0 при любом / > 0. Следовательно, 
вообще х < у, если при любом />б: /(ж) ^f(y). Откуда следует 1°.

Утверждение 2° выражает то же, что и (5).
В силу утверждений 1°, 2° неравенство

— tu < х < tu

имеет место тогда и только тогда, когда
—t <?х(/)=/(ж)<« (/е^«).

Откуда
| х = inf t = max) <рж (/) I • 

f£Hu
k. Следующая теорема является обобщением теоремы 3.
Теорема 4*.  Пусть К—замкнутое множество, обладающее свой

ствами 1°, 2°, 3°. Обозначим через Н множество положительных функцио
налов />0 (f^E), для которых | / |q = sup / (ж) <1. Тогда в слабой 
топологии 11 является бикомпактным хаусдорфовым множеством. Если 
каждому х сопоставить непрерывную на Н функцию Тх(/) = /(ж) )f^H), 
то линейное соответствие ж <----> (/) будет обладать следующими
свойствами'.

1° Соотношение х <у (ж ф у) имеет место тогда и только тогда, 
когда (/) сру (/) (/ £ Н).

2° max | срх (/) | ^ ж | (ж б Е).
ин

3° Соответствие х<---- >?х(/) является одно-однозначным.
4° Если К — нормальное коническое множество (и только при этом 

условии), соответствие ж<---- >^x(f) является изоморфизмом, т. е. одно
однозначным линейным непрерывным соответствием между Е и некото-

* Ср. с теоремой 2 заметки Ю. Гросберга и М. Крейиа(2).
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рой частью пространства всех непрерывных функций ср (/) (/gZ/) с обыч
ным определением нормы || ср [| = max | ср (/) |

Доказательство. Утверждение 1° доказывается так же, как 
и 1° в теореме 3.

Утверждение 2° вытекает из того, что
max | <рх (/) | = | ж |q | ж |. (6)

Действительно, если t > | х |q , то найдутся такие и и и, что 
1и < х < tv, | и | < 1, |w|< 1.

А так как | и |q < | и | < 1, Mq < |в| < 1, то для любого f^H имеем 
— * < — I / Iq t < / (^) < / (х) = (/) < / (tv) <\f\Qt^t.

Следовательно,
I (/) I inf « =tfj Л |q (f^H). (7)

Пусть теперь

г = max I срж (f) I или г = max - . (8)
'Т />0 |/|Q '

Найдем такой линейный функционал J0£Eq, что

/о(ж) = Ио, I/oIq = 1, (9)
и пусть [см. (2)]

fo = go—K, gB>G, h0^G, I g0 |q +1 /;O|Q = 1. (10)
Тогда, в силу (9), (10) и (8), имеем

I ж Iq < | go (ж) I + I ho (ж) | = | cpx (go) I +1 (ho) I < Г I go |q +r I ho |q = r.
Итак, г I ж |q ; сопоставляя это с (7), приходим к (6).
Утверждение 3° теоремы вытекает из того, что если К замкнуто, 

__'Тф j Ж |q > 0 при Ж ф 9.
Утверждение 4° следует из того, что К является нормальным кони- 

ч^ским множеством тогда и только тогда, когда норма | ж |q топологи- 
ч^ски эквивалентна первоначальной норме |ж|.

Из теоремы 3 немедленно получается такое обобщение классической 
теоремы Dini.

Теорема 5. Пусть К —нормальное коническое множество. Если 
ряд И1 + н2 + из+ . .. , и, > 9 (i — 1, 2, . ..), сходится слабо к некоторому 
элементу v^E, то он сходится сильно и при любом порядке своих 
элементов к v.

Следующая теорема является обобщением теоремы Hadamard’a- 
Pringsheim’a.

Теорема 6. Пусть К—нормальное коническое множество. Пусть 
степенной ряд от \ Uq + u^ + u^ +... , где (г = 1,2, ...),
имеет конечный радиус сходимости р > 0. Тогда точка К = р является 
особенной для этого ряда.

После теоремы 5, которую можно также сформулировать для двойных 
рядов, теорема 6 может быть доказана так же, как и обычная теорема 
Hadamard’a (4).

Теорема 6 имеет интересные применения в теории операторов, остав
ляющих инвариантным некоторое коническое множество К, о чем мы 
надеемся сообщить в другом месте.
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