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Аннотация 
Работа посвящена созданию математической модели стенда испытания упругих элементов на ос-

нове автоколебательной электромеханической системы. Модель необходима для проведения анализа 
процессов в электромеханических системах электродвигатель–упругий элемент и для разработки мето-
дики проектирования испытательных стендов упругих элементов. 
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Abstract 
The paper deals with the development of a mathematical model of the stand for testing elastic elements on 

the basis of a self-oscillating electromechanical system. The model is required to analyze electromechanical 
processes occurring in such systems and to develop the methodology of designing testing stands for elastic 
elements. 

Key words: 
mathematical model, spring, testing stand, autooscillations, induction motor. 

__________________________________________________________________________________________ 
 

Введение 

Подход к построению автоколеба-
тельных приводов [1], при котором реа-
лизуется мягкий реверс, на основе обще-
го принципа построения автоколеба-
тельных механических систем разомкну-
того типа является наиболее рациональ-
ным в системах, где присутствует кон-
сервативная пара «масса» – «упругость». 
Одна из таких систем – стенд для испы-
тания упругих элементов, в котором в 
качестве «массы» выступает вал двига-
теля, а в качестве «упругости» – испы-
туемый элемент, например, пружина. 

 

Исследуемая схема создания 
автоколебательного режима 

В зависимости от назначения ко-
лебательных комплексов и технологи-
ческих установок на базе асинхронных 
электроприводов периодического дви-
жения можно построить ряд схем функ-
ционально-структурной организации 
силовой части автоколебательных элек-
троприводов. В работе рассматривается 
схема, представленная на рис. 1, в кото-
рой редуктор не преобразует вращение 
в колебания, а выполняет вспомога-
тельную роль – преобразует возвратно-
вращательное движение вала электро-
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двигателя в возвратно-поступательное 
движение пружины. В качестве редук-
тора может выступать шкив, насажен-

ный на вал двигателя, с прикрепленным 
к нему тросом.  

 
 

 
Рис. 1. Схема построения механической части автоколебательной системы: ЭД – электродвигатель вра-

щательного движения; Р – редуктор; ПР – пружина 
 
 
Как известно [2], механическая 

мощность, вырабатываемая электродви-
гателем в колебательном режиме, в от-
личие от мощности, получаемой при 
вращательном или линейном движении, 
имеет не только активную, но и реак-
тивную составляющую.  

Реактивная составляющая механи-
ческой мощности «индуктивного» ха-
рактера всегда присутствует на выходе 
электродвигателя из-за наличия на валу 
моментов инерции и движущихся масс. 
Реактивная составляющая механиче-
ской мощности «емкостного» характера 
либо специально создается для компен-
сации «индуктивной» реактивной со-
ставляющей и обеспечения автоколеба-
тельного движения за счет размещения 
на валу позиционного элемента в виде 
пружины или маятника, либо получает-
ся за счет упругих и дисбалансных на-
грузочных усилий. В стендах испытания 
упругих элементов не требуется специ-
ально вводить позиционный элемент – 
он присутствует в виде испытуемого 
упругого элемента, например, пружины. 

 
Вывод уравнения движения  
автоколебательной системы  
в абсолютных переменных 

На основании третьего закона 
Ньютона для углового движения в обе-
их обобщенных схемах можно записать 

уравнение равновесия моментов на валу 
двигателя  

 
эм.позт.ст.ждин МММММ =+++ ,   (1) 

где Мдин – суммарный динамический мо-
мент; Мж.т, Мс.т – суммарные моменты 
жидкостного и  сухого трения соответст-
венно; Мпоз, Мэм – суммарный позицион-
ный и электромагнитный моменты. 

Нагрузочные моменты рабочих 
машин весьма разнообразны, но чаще 
всего это моменты, представленные в 
левой части уравнения (1). Ограничива-
ясь этой нагрузкой, запишем уравнение 
общего нагружающего момента Мн на 
валу двигателя:  

 
2

н 2
d dМ J H

dtdtΣ Σ
ϕ ϕ

= + +  

тр
dМ Sign C ,
dtΣ Σ
ϕ

+ + ϕ          (2) 

где ϕ – угол поворота вала двигателя. 
Используя типовые формулы при-

ведения параметров нагрузки к валу 
двигателя, найдем расчетные соотноше-
ния для коэффициентов слагаемых в (2) 
с учетом схемы механической части ав-
токолебательной системы (см. рис. 1).  

Получим выражение для суммар-
ного момента инерции. Для этого при-
ведем массу пружины, совершающую 
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линейное движение к вращательному. 
На основании закона сохранения (ра-
венства) запаса кинетической энергии 
при его передаче от поступательно дви-
жущегося тела вращательно движуще-
муся телу  

 

2
m

2
J 2

прпр
   2
двпр ν⋅

=
ω⋅

; 

2
пр   2

дв

2
прпр

пр im
m

J ⋅=
ω

ν⋅
= . 

Таким образом, 

,imJJJJJJ 2
прреддвпрреддв ⋅++=++=Σ (3) 

где Jдв, Jред, Jпр – моменты инерции дви-
гателя, редуктора, пружин; mпр – масса 
пружин; i – передаточное число редук-
тора,  

дв

прi
ω

ν
= ,                         (4) 

где ωдв – угловая скорость вала двигате-
ля при скорости поступательного дви-
жения пружины υдв. 

Далее получим выражение для 
суммарного коэффициента жидкостного 
трения (демпфирования). Для этого 
приведем коэффициент жидкостного 
трения пружины, которая совершает 
линейное движение к вращательному 
движению вала двигателя. При этом бу-
дем считать, что сила жидкостного тре-
ния движущегося тела пропорциональна 
первой степени скорости его движения. 
На основании равенства мощности при 
ее передаче от поступательно движуще-
гося тела вращательно движущемуся 
телу 

 

прж.тдвт.ж FМ ν⋅=ω⋅ ; 

( ) ( ) прпрпрдвдв
/
пр HH ν⋅ν⋅=ω⋅ω⋅ ; 

2
пр2

дв

2
прпр/

пр iH
H

H ⋅=
ω

ν⋅
= . 

Тогда 

/
дв ред прН Н Н НΣ = + + =  

2
дв ред прН Н Н i ,= + + ⋅           (5) 

где Ндв, Нред, Нпр – коэффициенты жид-
костного трения (демпфирования) от 
двигателя, редуктора и пружины соот-
ветственно. 

Получим выражение для суммар-
ного момента сухого трения (точнее, 
коэффициента сухого трения). Для это-
го приведем коэффициент сухого тре-
ния пружины, которая совершает ли-
нейное движение к вращательному 
движению вала двигателя. На основа-
нии равенства мощности при ее переда-
че от поступательно движущегося тела 
вращательно движущемуся телу  

 
прc.тдвт.c FМ ν⋅=ω⋅ ; 

( ) ( )/
тр.пр дв дв тр.пр пр прМ Sign F Sign⋅ ω ⋅ω = ⋅ ν ⋅ν ; 

( )тр.пр пр пр/
тр.пр

дв дв

тр.пр пр
тр.пр

дв

F Sign
М

Sign
F

F i.

⋅ ν ⋅ ν
= =

ω ⋅ω

⋅ν
= = ⋅

ω

 

Следовательно, 
/

тр тр.дв тр.ред тр.прМ М М MΣ = + + = 

тр.дв тр.ред тр.прМ М F i ,= + + ⋅          (6) 

где Мтр.дв, Мтр.ред – моменты сухого тре-
ния от двигателя и редуктора (точнее, 
коэффициенты сухого трения); Fтр.пр – 
сила сухого трения от пружины (точнее, 
коэффициент сухого трения). 

Получим выражение для суммар-
ного коэффициента жесткости. Для это-
го приведем коэффициент жесткости 
пружины, которая совершает линейное 
движение к вращательному движению 
вала двигателя. На основании равенства 
мощности при ее передаче от поступа-
тельно движущегося тела вращательно 
движущемуся телу 

прпоздвпоз FМ ν⋅=ω⋅ ; 
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( ) ( ) прпрдв
/
пр SСС ν⋅Δ⋅=ω⋅ϕΔ⋅ ; 

2
пр

дв

прпр/
пр iС

SС
С ⋅=

ω⋅ϕΔ

ν⋅Δ⋅
= , 

где ΔS – величина линейного растяже-
ния (сжатия) пружины, вызывающая 
поворот вала двигателя на величину Δφ. 

Таким образом, 
/

дв ред прC C C СΣ = + + =  

2
дв ред прC C C i ,= + + ⋅              (7) 

где Сдв, Сред, Спр – коэффициенты жест-
кости двигателя, редуктора и пружины 
соответственно. 

Электромагнитный момент двига-
теля представим аппроксимацией его 
механической характеристики полино-
мом вида 

 
2

эм 1 2
d dМ
dt dt
ϕ ϕ⎛ ⎞= α ⋅ + α ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3 к

3 к
d d... ,
dt dt
ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ α ⋅ + + α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
       (8) 

где α1, …, αк – постоянные коэффициен-
ты, которые определяются из условия 
совпадения реальной механической ха-
рактеристики двигателя и характери-
стики, аппроксимируемой выражением 
(8); к – степень полинома. 
 

Дифференциальное уравнение  
движения 

Объединяя в уравнении (1) соот-
ношения (2)…(8), запишем дифферен-
циальное уравнение движения рассмат-
риваемой автоколебательной системы 
для схемы на рис. 1: 

 
2

тр2

2

1 2

3 к

3 к

d d dJ H M Sign 
dt dtdt

d dC
dt dt

d d ,
dt dt

Σ Σ Σ

Σ

ϕ ϕ ϕ
+ + +

ϕ ϕ⎛ ⎞+ ϕ= α ⋅ +α ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ α ⋅ + +α ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…

 

где JΣ, HΣ, Mтр.Σ, CΣ – коэффициенты, 
определенные выражениями (3)…(7). 

Разделим обе части уравнения            
на CΣ: 

 
2

тр
2

2 3
31 2

к
к

MJ d H d dSign 
C C dt C dtdt

d d d
C dt C dt C dt

d .
C dt

ΣΣ Σ

Σ Σ Σ

Σ Σ Σ

Σ

ϕ ϕ ϕ
⋅ + ⋅ + ⋅ + ϕ =

αα ϕ α ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + ⋅ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

α ϕ⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
 

 
Приведение уравнения движения  

к канонической форме 
 в относительных переменных 

С целью получения возможности 
использовать для анализа уравнения из-
вестные классические методы запишем 
уравнения в относительных по времени 
переменных. 

Введя замены 

τ = ω0t;    d ;
d
ϕ
= ϕ

τ
�     

2

2
d ,
d
ϕ
= ϕ

τ
��  

где τ – относительное время; ϕ�  – ско-
рость вала двигателя; ϕ��  – ускорение 
вала двигателя; ω0 – собственная часто-
та колебаний автоколебательной систе-
мы, определяемая по выражению 
 

∑

∑=ω
J
C

0 , 

представим уравнение движения в ка-
нонической форме: 
 

2
тр2

0 02 2
0

1
0 0

2
2 332
0 0

3 к
кк
0

M1 d H d
C d Cd

dSign 
d C

d d
d C d C

d d .
d C d

ΣΣ

Σ Σ

Σ

Σ Σ

Σ

ϕ ϕ
⋅ω ⋅ + ⋅ω ⋅ + ×

τω τ

ϕ α⎛ ⎞× ω ⋅ +ϕ = ⋅ω ×⎜ ⎟τ⎝ ⎠

αφ α ϕ⎛ ⎞× + ⋅ω ⋅ + ⋅ω ×⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠

ϕ α ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + + ⋅ω ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
…
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Окончательно получим 

2 3 1Sign ( )ϕ + ϕ = −μ ϕ + μ − μ ϕ +�� � �  

 2 3 к 2
4 5 к ,−+ μ ϕ + μ ϕ + + μ ϕ� �…     (9) 

где μ1, …, μк – коэффициенты, опреде-
ляемые по выражениям, представлен-
ным в табл. 1. 

Уравнение (9) вместе с выраже-
ниями, представленными в табл. 1, яв-
ляется математической моделью описы-
вающей работу стенда испытания упру-
гих элементов, построенного по схеме 
на рис. 1. 

 
 
Табл. 1. Выражения для определения коэффициентов, входящих в уравнение движения (9) 

Коэффициент Выражение Коэффициент Выражение 

μ1 ΣΣω CH0  μ4 2
0 2 СΣω α  

μ2 ΣΣ CM TP  μ5 Σαω С 3
3
0  

μ3 Σαω C10  μк Σ−
− αω С2к

2к
0  

 

Заключение 

Впервые создана математическая 
модель стенда, предназначенного для 
динамических испытаний упругих эле-
ментов и построенного на основе авто-
колебательной электромеханической 
системы «асинхронный двигатель – 
пружина». Математическая модель 
представляет собой нелинейное диффе-

ренциальное уравнение движения (9) с 
постоянными коэффициентами, учиты-
вающими параметры электросети, дви-
гателя и нагрузки. Дальнейший анализ 
уравнения (9) позволит выявить взаимо-
связь указанных параметров для усло-
вий запуска и устойчивой работы элек-
тропривода стенда в автоколебательном 
режиме. 
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