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МАТЕМАТИКА

М. НАЙМАРК

О КВАДРАТЕ ЗАМКНУТОГО СИММЕТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 9 II 1940)

Как известно, если II—максимальный или гипермаксимальный ■ 
(самосопряженный) оператор в гильбертовом пространстве то любая 
степень Hh, k = l, 2, 3, . . . , определена на линейном многообразии, 
плотном в Возникает вопрос, не будет ли это свойство иметь место 
и для любого замкнутого симметрического оператора *.  В настоящей 
заметке я показываю, что существуют замкнутые симметрические опе­
раторы И, квадрат которых имеет область определения, не плотную в 
Кроме того я даю условия, необходимые и достаточные для того, чтобы 
область определения оператора Я2 была плотной в Отмечу еще, что 
всюду в этой работе § необязательно сепарабельно.

Лемма. Пусть Н—-замкнутый -симметрический оператор в 
тогда II2 замкнут.

Пусть**  /„е®(Я2), H2fn->g0-, тогда \fn\<C, где С—не­
которая константа, а поэтому I Hfn - Hfm |2 = (Я2 (fn - fmy fn-fm) < 
<2C\H2fn —ITlfm\—>0 при и, m—> co.

Пусть ha = lim Ilfn, в силу замкнутости II, Hf0 = ha. Но тогда из 
Hfn-^Hf0, —> ga следует, что Я/0€®(Я), H(Hf9) = g0, так
что Я2 замкнут.

Теорема 1. Для того чтобы квадрат Н2 замкнутого симметри­
ческого оператора II был определен мна многообразии, плотном в 
необходимо и достаточно, чтобы Н* 1 допускал замыкание. В этом- 
случае***  =Н*\

Пусть Ф(Я') плотно в тогда (Н~у—замкнутый оператор и 
ф (Я2*)  = § [см. (4), теорема 2].

Кроме того

(Я2)’=)Я*Я ‘ = Я‘3, (1)
следовательно, Я* 2 допускает замыкание.

Пусть, обратно, Я* 2 допускает замыкание. Так как Я* 2^Я‘Я, то 
Ф(Я’2) ZD ®(Я*Я)  = § [см. (2), теорема 3]. Поэтому (Я* 2)*  также опреде-

* По поводу терминологии см. j1).
** ®(А)—область определения оператора А.

*** А обозначает замыкание оператора А.
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В ® многообразии. С другой стороны, из Н*2~лП*П 
Н ZAHH* следует, что ’

(Н-у^Н-Н,' (2)
(н^у^нн*. • (3)

в млу(2)’ и (Я-)7=Я-Я/.

Но так как 
(H'yf=H*f. Отсюда ’

(4) 
то Н f—Hf, так что (4) перепишется в виде

Н2 уз (Н*2у, 
так что ® (Н-) плотно в §. Но тогда имеет место 
частям (1), получаем Н2аДГ2у-, отсюда 
(Н2у = (Н*2у = ІГ2.

(1); применяя * к обеим 
в силу (5), Я2 = (Я’2)*,

Теорема 2. Для того чтобы квадрат Н2 сам. 
четкого оператора Н был определен на плотном 
необходимо и достаточно, чтобы

замкнутого симметри-
в $ многообразии,

®(^)-Ж“ + Ж+) = (0), (6)
странства г1)’ УЛ+— (И ДИ)—дефектные подпро-

Пусть © (Я") = тогда И*2 допускает замыкание. Положим А = Я*2,
усть/£ф(Я*Я) - (Ж + Ж+); так как на $Л~ и на W+ Ag = — g то

-/• С другой стороны, так как
что f==^A ~h Н ' В СИЛу позитивности Я*Я, отсюда следует,

Пусть, обратно, условие (6) выполнено. Если/£ то/Р®(ЯЧ

Kpote того lr2f-H*Hh T ТУ И Hfl^^ т- е-
р—_—ого и J— П Нп — ^~^. Определим оператор А на ®(Я*Я) + 

+(Ж + УЛ О равенством A (h +g) = H*Hh — g, Л g © ДГН), g £ ЭДТАЙГ
Очевидно, A^H-2 и, в силу теоремы 1, достаточно доказать что А 

Пусть hn-tgn-^ hn^%(H*Hy ёп^УЛ~ + УЛ+ изамкнут.

(hn + gn) = H*Hhn — gn—>k0.
Тогда 

hn > h0,
Я ЯЛ„ + Л -» Д-р Ао и> в силу ограниченности
где h0 -ДН Я +1) 1 (Д + кд Очевидно, Ло £ ® (Я’Я); кпоме 

того, полагая go = fo-ho, имеем g0 = lim (An +gn_ Aj7) €От- 
7 I — , . h->CO VVV
так что Я—замкнутый оператор. % I /огр ---- vixvpcuup.

еоремаЗ. Пусть Я замкнутый симметрический опепатоп в
Для Н” был .аякиутыА,
точно, чтобы линейная сумма +УЛ+ дефектных подпространств Н 
оыла замкнутой, следовательно, чтобы для любых 
некоторой константы С выполнялось неравенство ‘

I ? + Ф I > С I ср I (или |оАф|>С|ф|). 
В этом случае %Цг-} = ^ и (Н2у = Н*2.

Э1(Л) обозначет область изменения оператора А.
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Пусть Я*3 замкнут; тогда совокупность ^’векторов /, удовлетво­
ряющих условию H*~f = — f, замкнута. С другой стороны, из 
H*2f = —j следует

(Я-+Я) (Я- -нм=(я* - Я) (Я*+Я) /=я*2/+/=о, 
так что

(я*+/1)/ешг- 7=^[(я’+*і)/ня*-аде^~+^

Таким образом = + следовательно, 9Л- + Ж+ замкнуто.
Обратно, если ЭДГ + ВД+ замкнуто, то ШГ + 9Ж = ШГЧ-Ж+; поэтому 

замкнутый оператор А, построенный в доказательстве теоремы 2, сов­
падает с Я*2; Я*2 замкнут. Согласно теореме 1 ®(Я2) = § и

(Я2)* = Я^ = Я*2.
С другой стороны, для замкнутости + необходимо и доста­

точно выполнение (7). Достаточность (7) очевидна, ибо ЭДГ, зам­
кнуты. Обратно, если + 9JJ+ замкнуто, то, полагая (<р-Кф, ф'+ФЭ^ 
= (?,?') + (Ф> ФЭ; _ Ф>Ф'6^Ш+, мы получим, что +
полно относительно | / |t = [/(/, f\. Кроме того очевидно, что из схо­
димости по I/,! следует сходимость по |/|; согласно известной теореме 
Банаха (3) отсюда следует, что при некотором С

i?w>GM?+K=c4M2+m2),. ¥«; №
^Следствие. Если хотя бы одно из дефектных подпространств 

9Л , замкнутого симметрического оператора Н конечномерно, 
то Я2 определен на многообразии, плотном в и (Н2)* = (Я*)2.

Если ЭДР или 5QJ+ конечномерно, то + замкнуто [см., на­
пример (4), лемма 6]; остается применить теорему 3.

Построим теперь пример замкнутого симметрического оператора Я, 
квадрат которого имеет область определения, не плотную в Для 
этой цели выберем последовательность eft > 0, sh < 1 такую, что
СО2 < + оо. Пусть §—сепарабельное гильбертово пространство,

k=l

а ?15 ¥г> <ps, • . .—полная ортонормальная система в положим

^fe = ®k?2k-l—Ki —А = 1, 2, 3, . . ;
Пусть, далее, ^ = {¥2, <р4, <рв . . .}, ^2 = {Ф1, Фа, ФзЛ А}—замкнутые’ под­
пространства, построенные на <р2, <р4, <р6, . . . и ф1? ф2, ф3, . . . соответ­
ственно. Очевидно, фь, & — 1, 2, 3, . . .—полная ортонормальная си­
стема в 5){2; далее, очевидно, что + содержит все <pk, так что 

==£>■•
со

С другой стороны, полагая /=2 Ss?2fe,-i, мы имеем /Е§@Жі> 
— ь=і

/СЖі + Жг- в самом деле, если бы было / = я + ^, то,
разлагая g и h по {<р2&Ь {Ф&}> МЬІ имели бы

со . ОО со 0

2 ^ik-l = 2 а^ + 2 МеА ¥2/1-1“ V 1 — 4 ¥2/0, 
/1=1 /1=1 /1=1
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2ы2< + °о, 2і№< + о°,
h—1 h=l

отсюда sft = sftpA, Рй = 1, что противоречит условию 2 I Рл Р < + °°-
Итак, + и . h=1

(8)
Положим теперь = очевидно,

^=1?!, ?з, ?5, • • -}, ^2 = ki; g„ g3, . . .},

где gh = Vl-£h^k-i + sh^k, k=l, 2, 3, . . .
Построим изометрическое отображение U пространства Э?, на 91

полагая u<p2fe_1 = gh- /с = 1, 2, 3, . . . , и докажем, что для любого

+ (9)

В самом деле, полагая /=2«^, 3|ай|2< + ^ подберем.
□ h=l k=lph и Yh так, чтобы

ah 1(У 1 — Sft — 1) <Р2Й-1 4- гй ?2h] =
h=l

ОО ОО

= $k ?2h + 2 Th [sh?2h-l — У 1 — e| <p2h]- 
h=l h=l

Для этого надо ^чтобы «h (f Г=^І -1) = Тьей, ^h = ?h - Yh/Г^еТ 
тсюда yft — afe(|/l — 4 —1) eft , Ph = »heh + Yh )/"1 — гД и очевидно, что

со ОО2 I Th |“ < + ОО< | рй |2 < -|- ОО. 

h==l h=i

Рассмотрим теперь Lt = (^+ Ш; в силу (8)? а так
как L, содержит все то Всякий элемент f Ц одно­
значно представим в виде f = g + h, h^- положим для
/1? /2

f1 = g1 + h1; f2 = g^h^ g^g,^^ h^h^^-
= g^ + 2^, IQ.

Легко видеть, что и L± полно относительно |/| • поэтому
есть //-многообразие в [см. теорема 1]

^-самосопряженный оператор в с областью определе­
ния ‘SCZ/J —.Ц. Согласно теореме Неймана (6) существует в Ф само­
сопряженный оператор 7/, такой, что

®(#2) • ^ = (0). (Ю)
Пусть U— трансформация Кели Я2; тогда U — унитарный опера­

тор в %! и из » F
^2? — ? = О следует <р = 0. (Ц)
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Положим V — UU2- V — изометрическое отображение на и,
в силу • 9£2 = (0), равенство У<р—«= 0 возможно только при <р 0. 
Поэтому V можно рассматривать как трансформацию Кели некоторого 
замкнутого эрмитового оператора Н [см., например (7), лемма 1]. Оче­
видно, дефектными подпространствами Н будут и ЭД{2. Далее, 
®(Я), 3)?!, Дс, линейно независимы. В самом деле, пусть / + ср-|-ф = О, 

так как f=Vh — h, то мы получим,
что f-UUJi — h^UUJi — UJi-^-UJi — h, следовательно, полагая g = 
= U Ji — h, имеем g = Uji — h— — [<p + ф + UU2h — Uji],

Ho и, в силу (9), ЯЯ^-Я^С^ + ^,
?+феаді+Ж2; поэтому

g=o.
Но тогда, в силу (И), Л = О, f=Vh — h — O, <р4-ф = 0. Так как 

‘ = (0), т0 ? = Ф = 0- Итак, ®(Я), ЭД?2 линейно независимы;
согласно теореме 8 в (7) отсюда следует, что ® (Я) плотно в так 
что Н—замкнутый симметрический оператор в ф с дефектными под­
пространствами И ЭДЬ- В силу

® (Н*Н) Ж+Ш = ® (Н*Н) • § = © (Н*Н) ф (0),

условие теоремы 2 для Я не выполнено, так что © (Я2) неплотно в ф..
В случае несепарабельного пространства §0 достаточно, например, 

расщепить §0 на взаимно ортогональные сепарабельные подпростран­
ства и построить в каждом из них оператор, изометрический Н. Мы 
получим тогда замкнутый симметрический оператор На в §0 такой, что 
©(Я2) не плотно в §0.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академия Наук СССР ' 9 II 1940
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