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МАТЕМАТИКА
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О ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫХ ФУНКЦИЯХ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 I 1940)

В настоящей заметке устанавливается общий необходимый и доста
точный признак компактности множества характеристических функций 
и с его помощью дается вывод из соответствующих теорем для положи
тельно определенных последовательностей, теоремы Бохнера (*) о пред
ставлении непрерывных функций, положительно определенных на всей 
прямой, и теоремы Крейна (2) о возможности продолжения функций, 
положительно определенных на конечном отрезке, с сохранением поло
жительной определенности на всю прямую.

§ 1. Последовательность функций назовем равностепенно непре
рывной в некотором (конечном или бесконечном) интервале изменения х, 
если для всякого з > О существуют такие п (з) и h (з), что для всех 
п > п (г) и | h | < h (г) во .всем рассматриваемом интервале выполняется 
неравенство ) fn(х -ф-h) — fn(х) | < е. Аналогично, последовательность fn(x) 
назовем равностепенно непрерывной в точке х0, если для всякого s > О 
существуют такие п (з) и Л (е), что для всех п>п(г) и | h | < h (s) 
выполняется неравенство | fn (ж0 + h)-fn (яД | < s.

Множество функций мы будем называть равностепенно непрерывным 
(в точке или в интервале), если равностепенно непрерывна каждая 
выбранная из него последовательность.

Множество характеристических функций * мы будем называть ком
пактным, если из любой содержащейся в нем последовательности можно 
выбрать подпоследовательность, сходящуюся равномерно на каждом 
конечном интервале. Как известно (3), тогда предельные функции также 
будут характеристическими.

Теорема 1. Для того чтобы множество характеристических 
функций было компактным, необходимо и достаточно, чтобы оно было 
равностепенно непрерывно в нуле.

Доказательство основывается на следующей лемме:

* Характеристическими функциями называются функции вида
ОО

1 (О eltx dF (х) (—oo<i<oo),
— ОО

где F (ж) — неубывающая функция, причем F (+ со) — F (— со) = 1.
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Лемма 1. Если f {^—характеристическая функция, то для всех t 
и h выполняется неравенство

+ (1)
где 91/(А) означает вещественную часть f{h) *.

Доказательство леммы 1. Пользуясь неравенством Шварца 
получаем: ’

со 1

(е^-1)б?Р(ж)| I eihx - 1|2 dF (ж)? =

{ 5 = |/2[l-9l/(A)] .

Доказательство теоремы 1. Из леммы 1 непосредственно 
следует, что множество характеристических функций, равностепенно 
непрерывное в нуле, равностепенно непрерывно на всей прямой. Так как 
оно, кроме того, равномерно ограничено **,  то по теореме Arzela из 
любой содержащейся в нем последовательности можно выбрать подпо
следовательность, равномерно сходящуюся на каждом конечном интер
вале, что и доказывает достаточность условия теоремы. Что касается 
его необходимости, то если множество характеристических функций не 
равностепенно непрерывно в нуле, оно a fortiori не равностепенно 
непрерывное ни в каком интервале, содержащем нуль, и по той же 
теореме Arzela из него можно выбрать последовательность, обладающую 
тем свойством, что никакая ее подпоследовательность не является равно
мерно сходящейся в таком интервале.

Последний результат можно еще уточнить:
Теорема 2. Если последовательность характеристических функ

ций fn{t) не является равностепенно непрерывной в нуле, то ни в каком 
интервале, содержащем нуль, она не может сходиться к функции, 
непрерывной в нуле.

Доказательство основывается на следующей лемме:
Лемма 2. Если f {^—характеристическая функция, то для всех ; 

и t выполняется неравенство

(2)

* Неравенство (1) было выведено для «спектральных функций» т 
представимых в виде ’ е. функций,

т
f 0) = lira — \ g (Z + и) g (к) du, 

Т-*оо J
-T

N. Wiener ом (4). По сообщению M. Г. Крейна аналогичное неравенство для поло
жительно определенных f (t) получил А. ІІ. Артеменко.

Из неравенства (1), в частности, следует, что если f (t) = 1 в некоторой точке 
- — п, то f (?) является периодической функцией с периодом h.

Характеристические функции по модулю не превосходят единицу
*** Из неравенства (2), в частности, следует, что если /(?) = — 1 в' некоторой 

г+л
точке t = h, то / (t) d-. = 0 для всех £, откуда вытекает, что /(«) является перио- 

е-д
дической функцией с периодом h.
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Доказательство леммы 2. 
и принимая во внимание неравенство

Пользуясь неравенством Шварца 
sin2 у 1 -І- cos у л—~ <---- -—~ получаем:

Доказательство теоремы 2. Если последовательность fn(t) 
не равностепенно непрерывна в нуле, то существуют число 0 < 1 и после
довательности tk —-> О и пк —> со такие, что |/п&(Д)|<9 для всех к. 
Пусть, в противоречие с утверждением теоремы, /п (Д в некотором 
интервале ( — а, а) сходится к функции f(t), непрерывной в нуле. Тогда 
для достаточно малых й < а будем иметь

Is 5/(')«!•> <з>
-h

[/(0) = 1; /(г) ограничена и измерима как предел равномерно ограни
ченной последовательности непрерывных функций]. Пусть Д—последо
вательность целых чисел такая, что lktk—>h. Имеем

ОЛ; h Сгт-ЦЦъ
Д |2 2Д j /пьС)^|<

-Vk т 1 (2т-1к.-2)1к

Но левая часть неравенства (4) стремится к левой части неравенства (3), 
что и приводит к противоречию.

§ 2. Будем обозначать через (0 < «в < со) класс функций /(f), 
определенных в открытом интервале ( — ®, ш) и удовлетворяющих сле
дующим двум условиям:

1° / (t) непрерывна в точке i = 0;
2° положительно определенная в ( — ср, со): каковы бы ни были 

числа Д, ... , Д, 0 Д < ... < Д < со, и комплексные числа Д, ... , Вп' 
п п

(п = 1, 2, ...), форма V / (Д — Д) ДД неотрицательна.
3=1 й=1

Теорема Крейна. Для всякой функция (со < оо) суще
ствует хотя бы одна функция ^(Дб^со, совпадающая с f(t) в интер
вале (—со, со), так что f (t} допускает по крайней мере одно представление

f(t)== eilxdF{x} ( — со < f < со), (5)
— ОО

. , Л V Л2 • « V sin2v 2* Доказательство: у2 = 4 ( --- j sin2 - , откуда —2 -----------
у 4sin’ =

jp = 1 + cos у
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нениемХ}^НеК0ГП(,РаЯ неУбываюЩ™ Функция с ограниченным изме-

ЖениеИ(^:°Ка3аТеЛЬСТВе ™ буДвМ 0ПИРаться на следующее предло-
Л е мм а 3. Положительно определенная последовательность с с^.

C±(^-D * допускает представление

= [A = 0, ±1, ±(ra-l)],
3=1

где Pi > 0, ~ тс < к, все z, различны, q^n — 1
Доказательство теоремы. Без нарушения общности можем 

считать, что /(0) = 1. Последовательность -п+^к^п-1,
^pZXeZ”^ определенной и в' с^лу леммы 3 может быть

^(v) = j ^dsn(x), (6)
-ТС

где ап(ж)-неубывающая функция с полным изменением ^dan(x)=\. 

Положим

М0 = eitxd^Qn^= С eitxdFn^Y
ЛоID так что

/п(^)=/(т) «ля * = 0, ±1, ..., ±(n —1). (8)

Прежде всего заметим, что при 0 < 6 < 1 имеет место неравенство

* (9)
Действительно, так как cos х < cos Ож при -іг^ж<тс и 0<fl< 1 та 
принимая во внимание (8), имеем: и v о <; і, то,

^/”СЛ) 008 d^n (ж) л (1 — cos х) dzn (х) =

Зафиксируем теперь h, | Л | < ш, и пусть h = ^±lw 0<я
Ль ' 1 \

— « + 1 при n>-—J. Применяя последовательно (8), лемму 1 
и (9), имеем:

* Положительно определенной назыиается (конечная или бесконечная) последе 
вательность с„ , п = о, ± 1, ... , обладающая тем свойством, что форма V У с^.е^ 

неотрицательна при любом выборе комплексных чисел £, £
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+ /2 [ f-Si/, (1^ M * ~ Д v) I + / 2 [ ‘ - Я/ (0] . (10)
Так как f (t) непрерывна в нуле, то правая часть неравенства (10) 
может быть сделана сколь угодно малой для всех достаточно малых h 
и достаточно больших п. Таким образом последовательность /„(0 равно
степенно непрерывна в нуле и, значит, по теореме 1 компактна. Пусть 

любая подпоследовательность последовательности /„(/), равно
мерно сходящаяся в каждом конечном интервале, и у (I)—ее предел. 
<?(«)—характеристическая функция, т. е. допускает представление (5). 
С другой стороны, нетрудно видеть, что <р(г) совпадает с f(t) в интер
вале (— <о, ш). Действительно, пусть Z ^ (— со, ш), t = , 0 < 6m < 1;
такой же выкладкой, что и выше, получаем:

і/.ло-/юі4м<)-,м^^

и, значит, в силу непрерывности f (I) в нуле, f (t) для всех
t 6 ( — ®, «>).

Тем самым теорема доказана. Такіім же путем может быть доказана 
Теорема Бохнера. Всякая функция /(Z) класса может быть 

представлена в виде

f(t) = eiixdF (ж),
— ОО

где F (ж)—неубывающая функция с ограниченным изменением.
При этом вместо леммы 3 можно воспользоваться следующим пред

ложением (6):
Лемма 4 (теорема Herglotz’a). Бесконечная положительно 

определенная последовательность сп допускает представление

cn= einxda (ж) (« = 0, ± 1, ;£ 2, ...), (11)
-ТС

где а (х) — неубывающая функция с ограниченным изменением*.

* Приведем простое доказательство этой теоремы, найденное разновременно 
и независимо рядом математиков, но, кажется, нигде' не опубликованное. В силу 
положительной определенности последовательности сп имеем для всех N и х

n=.-N+l j=l fe=l
Отсюда

те те

О —>Си=й einx dx = Jeinx da^'
— TC : » —TC

x TC
IC ггде (x) = — \ jPjrlyjdy—неубывающая функция с полным изменением \ daff(x)=ct.
~* —TC

Переходя к пределу по >оо и применяя теорему Хелли, мы и получим требуе
мое представление (11).
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В заключение сделаем следующее замечание. Придавая в (6) пока
зателю Л все целые значения, мы получим бесконечную положительно 
определенную последовательность, являющуюся продолжением конечной 
последовательности А = 0, ± 1, .. . , ± («- 1). С другой сто- *
роны, всякое бесконечное продолжение этой конечной последователь
ности в силу теоремы Herglotz’a допускает представление вида (6) 
Множество характеристических функций (7), соответствующих всем 
возможным . бесконечным продолжениям последовательностей / ( ,

—0, + 1, . . . , — 1), /1 = 1,2,..., компактно; множество его пре
дельных элементов (в смысле сходимости, равномерной на каждом 
конечном интервале) совпадает с множеством всех возможных продол
жении функции /(f), положительно определенных на всем интервале
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