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ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПОЛИНОМЫ И ФОРМУЛА 
КРИСТОФФЕЛЯ-ДАРБУ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 13 I 1940)

Рассмотрим произвольную последовательность комплексных чисел 
[сп}“, обладающую свойством

св • • • Сп^
С—1 со ... Сп—2

С—n+1 С—п+2 ' ' ' С,

Ф о, (п = 1, 2, 3, ...); c_fe = cfc; (1)

рассмотрим также полиномы {Pn(z)}, определяемые формулой

С» С!

с-1 с0

С —п+1 С—п+2
1 Z

Сп

Сп —1

С,
zn

= zn+ . . (n = 0, 1,2, . . 0; (2)

если ввести линейный функционал <5

®{zk} = ch (/с-0, ±1, ±2,...), (3)

то полиномы {Pn(z)} ортогональны относительно последовательности 
{Сп}“, т. е.(2)

I 0, п ф т;
®{р,ф)р,„(4)| = < п==т^.

В частном случае, когда вместо условий (1) поставлены более ограни
чительные условия

Дп>0 (п=1, 2, 3, . . .), (5)

* Через <р (z) обозначаем функцию <s (z), у которой все коэффициенты заменены 
их сопряженными величинами.
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т. е. если последовательность {сп}“ позитивна, то она, как известно, 
допускает представление

2я

ck= (к = 0, ±1, ±2,...), (6)
О

где з (б) неубывающая функция с бесчисленным множеством точек 
роста; в этом частном случае полиномы {Pn(z)} ортогональны на окруж
ности I z I = 1 с неотрицательным весом da (9)

1 С п , ч 75—г—. , и, п Ф т;оД \ Рп (z) Pm(z) da (0) — J z = e^, (7)
о I hn > 0, n = in.

Теорема I. Ортогональные полиномы {.Pn(z)} связаны рекуррент
ным соотношением

Pn+i(z) = zPn{z)-^P*n(z), ■ J

, (и = 0, 1, . . .), J (8)

где

-1)" c.
(« = o, 1, ...). (9)

о

Для доказательства запишем наш полином Pn(z) в такой форме:

Р« (z) — __  'V1 (п) тс Д 1 \ ..д-і Hi Pk ( ~£Ji (re = lj 2, 3, • • .); (10)
fe=0 “ z

отсюда при Л = 0, 1, ... , п— 1 получим
®{РпЫ^}-&{іР^ (П>

таким образом имеем
п-1

-P.(3) = 3«-2«-12b?»(|) (»=1, 2, ...), (12)
k=0

откуда вытекает (8).
1 е о рема И. Если дана произвольная последовательность ком

плексных чисел {ап}™ и построена система полиномов {P„(z}\ по 
формуле 1 у

Рп+1 (Д = zPn (z)i-апр* п (z) (n = 0, 1, 2, . . .), P0=l, (13).

/по эти полиномы ортогональны относительно последовательности 
, которая определяется (вплоть до множителя) из соотношения *-

* с0 остается произвольным.



(n = 0, 1, . . .) .

(14>

Действительно, мы имеем из (13) при m = 0, 1, ... , п

^{pm(z)Pn+1^} = ® «n®{.Pn(S)£^} (15>

с,если положить — = ап. 
р и 7С0

ПОЛОЖИМ

то (4) выполняется при т, п<1; если теперь.

ak^ (к^О, 1, 2, . . .) 
ft,k (16)-

и допустим, что (4) справедливо для т, n^N, то мы видим из (15)., 
что оно справедливо и для т, n^N-\-l.

Примечание. Для того что последовательность {сп}“ была пози
тивной, необходимо и достаточно, чтобы заданная последовательность 
{«п}“ удовлетворяла условиям

Ы<1 (« = 0, С 2, . . .). (17).

Действительно, при этих условиях все корни полиномов {Pn(z)} 
(и = 1, 2, . . .) по теореме J. Schur’a (2) будут лежать в области 
[з|<1; с другой стороны, имеем равенство [('), стр. 181

^^(l-|a[*)g{p(z)pQ^ pn{z} = {z_^p{z}. (18)

отсюда видно, что из позитивности последовательности выте
кает позитивность последовательности {сй}”.

Теорема III. Для ортогональных полиномов {Pn(z}} имеет место* 
формула Кристоффеля-Дарбу

І Г-^181
_ Рп (д) Рп (?/) ~ХУ Рп (ж) Рп (у) 

hn(\—xy}
(п = 0, 1, 2, . . .). (19).

Справедливость ее при п = 0 очевидна; достаточно поэтому доказать-, 
справедливость соотношения

Кп^ (х, у) — Кп (х,у) = Рп*Ду) Р„>1 (у) — хуР^^ Р^Ду} __
л»л . Ли+1(1 —ту)

Рп\х} Р* (у) — хуР„ (х) Рп(у) (п = 0 1 1 (2(
1 ’’’/г; 1



Это последнее соотношение легко проверить, пользуясь (13), а также 
равенством

hn-^- = hn+1, (п = 0, 1, 2, . . .), (21)

жоторое легко получим из соотношения
п— 1

® 2^“ = ^ (« = 1, 2, ...). (22)
fe=0
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