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МАТЕМАТИКА

В. Я. АРСЕНИН

О ПРОЕКТИРОВАНИИ НЕКОТОРЫХ В-МНОЖЕСТВ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 I 1940)

Целью настоящего сообщения является установление некоторых 
новых случаев, когда проекция на ось ОХ плоских В-множеств есть 
В-множество.

Недавно Kunugui установил, что проекция на ось ОХ плоского 
множества типа Gb, пересекающегося с прямыми ж = по множествам 
типа Fa, есть всегда В-множество (*). П. С. Новиков доказал более 
оощую теорему: проекция на ось ОХ произвольного плоского В-множе- 
ства, пер&секающегося с прямыми х = ха по замкнутым множествам 
есть В-множество.

В связи с этим возникает вопрос о проекциях на ось ОХ таких 
плоских В-множеств, которые с прямыми х = х0 пересекаются по мно­
жествам типа Fa. Мы докажем более общее предложение [вполне ана­
логичное соответствующим предложениям, доказанным Kunugui (*) и 
1. С. Новиковым (2)], из которого следует, что проекция указанного' 

В-множества является В-множеством.
Настоящая работа выполнена под руководством П. С. Новикова 

которому выражаю свою глубокую благодарность, и дает ответ на 
вопрос, поставленный Kunugui (1).

Пусть Е есть В-множество, расположенное в плоскости XOY. 
Пусть, далее, Р есть совокупность точек множества Е, лежащих на 
прямых х — х0, пересекающих множество Е по множествам типа Fa. 
Множество Р есть СА-множество (*). Тогда имеем:

Теорема. Проекция на ось ОХ множества Р есть С А-множество .
Пусть М есть множество типа Fa, расположенное на оси ОХ. 

Пусть, далее, N есть плоское множество типа GS, проекция которого 
на ось ОХ совпадает с множеством М, N = s^s, ... sn..., такое, что» 
есть сумма прямоугольников (исключая их границы) n-го ранга, попарно 
не имеющих общих точек; стороны прямоугольников параллельны осям 
координат; snCZsn_v Мы доказываем лемму.

Лемма. Среди прямоугольников, определяющих множество N най­
дется такой прямоугольник, что замыкание проекции на ось ОХ части 
‘'мужеству М Содержа,щейся в этом прямоугольнике, принадлежит

Доказательство теоремы. Известно, что плоское В-множе­
ство Е есть проекция на плоскость XOY униформного относительно 
этой плоскости пространственного множества Т типа Gb, представляю^ 

105



щего собой пересечение вложенных друг в друга счетных систем парал­
лелепипедов с гранями, параллельными координатным плоскостям, 
причем параллелепипеды одного и того же ранга попарно не имеют 
•общих точек (3).

Занумеруем в каком-нибудь порядке все параллелепипеды, опреде­
ляющие множество Т. Обозначим через Еп проекцию на плоскость XOY 
части множества Т, заключенной в параллелепипеде номера п. Тогда 
множество Е представится в виде суммы

Я = 2 Еп.
п=1

Обозначим через Е^ множество, получающееся из множества Еп путем 
замыкания его в направлении оси OY. Е^ есть А-множество(2). Дальше 
доказательство проходит совершенно аналогично доказательству П. С. Но­
викова (4). Будем считать, что множество Е расположено в единичном 
квадрате.

Пусть Ei—замкнутая полоса единичного квадрата

Пусть Qki1 есть проекция множества Е^п’Ег на прямую у = — 1, а 
(Ski—гребенка, образованная всеми точками полосы Ihi, проектирую­
щимися в точки множества QmS

Пусть
k

п(п) 
(9^ •

г—1

И суть A-множества. Обозначим через ^(п) множество ^(п).
ь=і

Рассмотрим множества ^^ — (S^- Согласно теореме отделимости, дока­
занной П. С. Новиковым (6), существует счетная система СА-множеств

... , Rkn\ ... таких, что R^U (S^- и ПМп) = 0г
ft=i

Обозначим через Щ"* множество точек прямых полосы Ihi, парал­
лельных оси OY, целиком принадлежащих множеству R^ Д- Р. Очевидно, 
что все UkS суть СА-множества, следовательно, и

k
и®

г=1

суть СА-множества. Поскольку R^A-PAJU^, то

СО ОО

и™=П С п №+Р)=р.
k=i k=i

есть СА-множество.
Обозначим через Рп совокупность точек множества Еп\ лежащих на 

прямых ж = ж0, пересекающих это множество по замкнутым множествам, 
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принадлежащим множеству Р. Pn^U^, следовательно, PndU^. 
Согласно указанной выше лемме для всякой прямой х — х0, пересе­
кающей множество Р, найдется такое множество Еп\ пересечение ко­
торого с этой прямой принадлежит множеству Р. Поэтому

ОО

ПРр% -Р ~ пРох^п-
П=1

Но так как имеем Pnd U^CP, то
ОО

ПРохР= 2 “Рох^
П=1

проекция же на ось ОХ множества есть СЛ-множество (4), следо­
вательно, прох Р есть СЛ-множество. Теорема доказана.

Следствие. Проекция на ось ОХ плоского 5-множества Е, такого» 
что’прямые х = ха пересекают Е по множествам типа Fa, есть В-мно- 
жество.

Педагогический институт Поступило
им. К. Либкнехта 25 II 1940
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