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ГРУППЫ БЕТТИ И КОЛЬЦО ГОМОЛОГИИ ЛОКАЛЬНО- 
БИКОМПАКТНОГО ПРОСТРАНСТВА

1. В последние годы предложено несколько определений групп Бетти, 
в основном для бикомпактных и локально-бикомпактных пространств: 
определение Колмогорова О, два определения Александера (2,3), опреде­
ление Стинрода (4). Предлагаемое в настоящей заметке определение осу­
ществляется, как и определение Стинрода, в пределах моих методов 
приближения топологических пространств комплексами (5). Этими же 
методами доказывается мною и центральный факт теории — закон 
двойственности Колмогорова (х), т. е. изоморфизм групп Vr (А, X) 
и Vr+1 (R — А, X) (см. ниже) для любого замкнутого множества А 
в локально-бикомпактном R, с нулевыми группами V(R, А) и Vr+1 (R, X). 
За этим доказательством отсылаю Читателя к моим более подробным 
публикациям (“), посвященным этому предмету. Изоморфизм групп Кол­
могорова с группами Александера (2) доказал Morris Kline (7). Изоморфизм 
моих групп с группами Колмогорова только что доказал в еще неопу­
бликованной работе Г. Чогошвили. Наконец, изоморфизм моих групп 
о группами Стинрода (имеющий место лишь в случае бикомпактного R) 
доказан у меня (6). Эквивалентность различных определений групп Бетти 
интересна как геометрический факт и тем более важна, что в различ­
ных вопросах удобно пользоваться то одним, то другим определением.

2. Покрытия. Пусть R — нормальное локально-бикомпактное про­
странство. Конечную систему открытых множеств sa= |е*, ... , е“ } . 
сумма которых совпадает с R, называем покрытием пространства R, 
если пересечение любых двух множеств из s0, либо пусто либо принад­
лежит sa. Если каждый элемент покрытия s? содержится хотя бы 
в одном элементе покрытий sa, то покрытие называется вписанным 
в покрытие Каковы бы ни были покрытия sa, г₽, существует покры­
тие еТ, вписанное и в га и в е₽.

3. Функции/' на покрытии га. Пусть X—произвольная абелева 
группа. Для каждого покрытия sa рассматриваются функции К — 
—_ ’ еі ) от г + аргументов e®Csa, со значениями, принадле­
жащими к X, удовлетворяющие следующим условиям:

1° Функция /£ определена для таких е?, ... , е?, для которых 
.причем в случае совпадения е» =е» 1 хотя бы для одного к 

имеем /г (еа , ... , е? ) = 0.7 & ' го7 7 гг‘
2° Значение функции (е“, ... , е?) равно нулю, если е? не биком­

пактно.
Функции образуіот относительно сложения группу, которую обо­

значаем через L^.
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4. Граничный оператор V ставит в соответствие каждой функции/г
определенную функцию именно

/г+1 (е® , .. . , е® ) = "V (— l)fe /г (е® е® с® ра } 
v ’о v+i; v ••• ’ eik+p ••• ? еіг+1Г

0</г<Г+І

Функция/г называется г-мерным V-циклом покрытия s®, если Vfr =C. 
Функция называется гомологичной нулю на s®, если существует 
функция у^-1, удовлетворяющая условию V/;-1 = /;. Так как VV/^ = O, 
то всякая функция, гомологичная нулю, есть цикл. Таким образом 
в группе L; содержится подгруппа Z» всех г-мерных V-циклов, а в Z' 
содержится подгруппа Н'л циклов, гомологичных нулю.

5. Отображение 5« и оператор а£; Пусть покрытие впи­
сано в покрытие г® и пусть е?^г?. Обозначаем через пересечение 
всех элементов e®gs®, содержащих е?. Таким образом установлено ото­
бражение множества г₽ в множество г®. Каждой функции Д ставим 
в соответствие определенную функцию /£ = /£, а именно функцию 

^efo’• • ■ ’ efr) — К ’ ^efr)' Отображение с® есть гомоморфное
отображение группы в L^, причем, как легко видеть, о®= Vo® . 
Поэтому отображение а£, примененное к группам Z* и И*, есть гомо­
морфное отображение этих групп соответственно в группы Zp и R'p.

6. Группы V(R,X). Множество всех г-мерных V-циклов всевоз­
можных покрытий пространства R разбиваем на попарно непересекаю- 
щиеся классы, называемые r-мерными V-классами пространства R, относя 
два цикла и тогда и только тогда к одному классу, если суще­
ствует покрытие sY, вписанное и в s® и в г?, такое, что

Для V-классов определяем сложение так: пусть иг и vr — два V-класса 
и пусть f^vr. Берем покрытие эТ, вписанное и в г® и в гР, 
и рассматриваем цикл

4=+/а + °у /£•
V-класс, содержащий цикл называется суммой V-классов иг и сг.

Множество всех г-мерных V-классов пространства R с только что 
определенным в нем сложением образует абелеву группу Vr(R. X), 
называемую г-мерной V-группой пространства R.

7. Функции на покрытии s®. Пусть Е — бикомпактная абе­
лева группа. Для каждого покрытия s® пространства R рассматриваем 
функции (е®, ... , е?) от г + 1 аргументов со значениями, 
принадлежащими Е, удовлетворяющие следующему условию.

Функция ф^ определена лишь для таких е® , ... , е?, что е® Z) ... ГЭе® _ ® го’ ’ гр jo-— — ir
и бикомпактно, причем в случае совпадения е^-е? хотя бы для 
одного к имеем <р^(е®о, ... , = Функции образуют относительно
сложения абелеву группу Д», которая топологизируется так:

под окрестностью данной функции £ Д» понимается- совокупность 
всех функций из Д», которые для любых ..., е*г принимают значе­
ния, принадлежащие наперед заданным окрестностям (в Е) соответ­
ствующих значений данной функции Топологизированная этим спо­
собом группа Д£, как нетрудно видеть, бикомпайтна.
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8. Граничный оператор А ставит в соответствие каждой функции 
определенную функцию Д^ = <р^-1, а именно:

а/-1 (е® . ... , е® ) = У ( — l)ft (е® , ... , е® , е®, е® , ... , е? ), 
~а 'го’ 5 ir—I ' о-v Ю 1 I lb ’ ir-1''

где суммирование распространено на все i, для которых существует 
такое к, что ^(е^, . . . , е® е?, J определено.

Оператор А есть непрерывное гомоморфное отображение группы А£ 
в группу Да-1. Ядром этого гомоморфизма является замкнутая в Дг 
(следовательно, бикомпактная) группа Z1 всех r-мерных Д-циклов 
покрытия s®, т. е. всех функций <р£, удовлетворяющих условию Д<р^==О. 
Образом группы А* при гомоморфизме Д является группа Г^-1 всех 
(г —1)-мерных Д-циклов,, .гомологичных нулю: Г»-1 состоит из всех тех 
функций для которых существуют такие чт0 — (в С11ЛУ 
соотношения АДА —0 все функции g Г).1 оказываются циклами). 
Как непрерывный образ бикомпактной группы Д^+1, группа Г£ биком­
пактна. Фактор-группа Z^/Га ^Д» называется г-мерной Д-группой покры­
тия г®; она бикомпактна-, ее элементы называются г-мерными Д-классами 
покрытия S®.

9. Оператор р®. Пусть покрытие s₽ вписано в покрытие г®. Каждой 
функции ставим в соответствие определенную функцию р£<р£ = <рА

(е® , ... , е®) = У (е? , ... , е?) ’ 
V го’ ’ ir' ‘ 4 Зо’ ’ 3rni

где суммирование происходит по всем последовательностям е^, ... , е? , 
для которых, во-первых, (е?о, ... , е? ) определено, j а, во-вторых,

=е^о, ... , =е®. Отображение р£ есть непрерывное гомоморф­
ное отображение группы Др в группу А», при котором

Поэтому р₽ производит гомоморфное отображение групп Zp, Гр, Др соот­
ветственно в Za, Г», Да. Эти гомоморфизмы будем обозначать через

10. Группы Д’(й, S). Множество С’= {С}, состоящее из г-мерных 
Д-классов С различных покрытий s®, называется r-мерным ^-классом 
пространства й, если выполнены условия:

1° Каково бы ни было покрытие г®, множество С’’ содержит один 
и только один r-мерный Д-класс С покрытия г®.

2° Если покрытие гР вписано в покрытие г* и Ср и С» суть соответ­
ствующие этим покрытиям элементы С’, то Ср = С».

Для r-мерных Д-классов пространства В определяется сложение 
по правилу:

{с;} + {с;г} = {

Это определение сложения превращает множество всех г-мерных 
Д-классов пространства й в группу Аг(й, S), которую топологизи- 
руем следующим образом. Пусть С = {СІ} — произвольный Д-класс. Вы­
бираем произвольно конечное число покрытий sai, ... , s 4 и для со­
ответствующих элементов Са15 ... , Са, класса С’ выбираем произвольные 
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окрестности U^), ..., U (Cj в топологических группах Д^, ...
Множество всех r-мерных Д-классов С = {С}, удовлетворяющих 

условиям и образует, по определению,
искомую окрестность Д-класса С. Топологизированная таким образом 
группа А (7?, В) бикомпактна.

11. Двойственность групп ХДЯ, Х)и Дг(/?, Е). Пусть группы 
А и двойственны в смысле Понтрягина; из этого, в частности, следует что 
дан закон коммутативного и дважды дистрибутивного умножения £ И 
для х 6 А, 5 g а, причем II есть бикомпактная аддитивная группа дей­
ствительных чисел, приведенных по модулю 1. Умножение ж? дает 
скалярное умножение функций Д и •

к • к=2?гп,
где суммирование происходит по всем последовательностям е®, . 
ТТЛЯ КПТППТ.ТТ /тг --------- ___ г° е*
для которых (и. следовательно, /£) определено.

В силу скалярного умножения группы L'£ и Д;а- - -- также оказываются 
двойственными, а операторы V и Д сопряженными: Д-1 . Д^ = V/r-i . фг 
Отсюда легко выводится, что группы и Д£ также двойственны’
а операторы и р₽ сопряженны: Д • = • <р£.

Все это приводит к тому, что и группы Vr(R^X) и Дг (R, Е) двой­
ственны в силу умножения

где z gV (R, X), С б A (R, a), fa,£z, CgC, произвольны, резуль­
тат не зависит от произвола в выборе fr g zr, ?r g Cr.

12. Кольцо г о м о л о г и й. Пусть X—коммутативное кольцо. Для лю­
бых двух функций/f g Ы, fl g LI определяем функцию (/£ X f^ = Л+9, по­
лагая для любой последовательности ef 2Эе“г0 — • ’ * —. lp+q

Эта операция перемножения функций порождает операцию иеремноже- 
р' и ^-мерных V-классов пространства R: если zpGV?(R, X),

Z £V4(R,X), fp£zp, f^z*, то под (zP X Z9) понимаем (p+ ^-мерный 
V-Класе, содержащий цикл (/₽ Х Результат не зависит от выбора 
Sezp, f^zL 1

Наше определение умножения V-классов пространства R превращает 
прямую сумму ^{R, X) групп V\R, Х\ г = 0,1,2,..., в кольцо, 
кольцо это называется кольцом гомологий пространства R.
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