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МАТЕМАТИКА
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ПОЛУЧЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ТИПОВ ИНТЕГРАЛОВ LAGRANGE’a
Настоящая статья — продолжение нашей предшествующей статьи Q.
Остановимся на полных системах нелинейных уравнений с частными 

производными первого порядка:
A) F± (х±, ... , хп, Pj, ... , рп) — 0,

Fm (жі , • • • , Хп , рг , . . . , рп) — 0, 
.......... Fm) rn

D(P1,Pi.........Pm)
В) Д (%, ... ,zn, A ...,£^=0, 

Pn Pn У

/m Xn, , ... , ^“0 — 0,
V Pn Pn У '
D (fl Mt i , /m) , q

D ( P* TA Pm Л 
b» ’ ?»’■“’ Pn A

Обычно к системе А) присоединяются уравнения:

.(1)

(2)

(3)

(4)

^т+І (хг , . . . , Хп , р± , • • ■ , Рп) — dm

Fn (х± ’ • • • 5 ■> Pi ■>••• ■> Pn) — Яп_х ,
(5)

составляющие совместно с уравнениями (1) полную систему, обладающую 
свойством:

...,Fn)
D(P1, Рг, ... > Рп) (6)

Решив уравнения (1), (5) относительно рг, р2, ... , рп , получим 
помощью квадратуры полный интеграл Лагранжа системы А)

z 6 (хг, ... , хп , ат, , ап-Т) -р dn (7)
с добавочной произвольной постоянной.

Можно поступить иначе: присоединим к системе А) уравнения: 
^т+і ■>•••■, хп , z, р±, .. . , рп) = ат ,

.................................................................................................. ......

Gn+i , • •. , хп , z, рх, ... , рп) = ап ,
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-среди которых хоть одно не содержит z линейно с постоянным коэффи
циентом, и потребуем, чтобы они совместно с уравнениями (1) составляли 
полную систему, обладающую свойством

Р (Pt , ■ • • F т 1 &т+1 ’ • • • ^»41) 0 (9)
рх, р2 , , р„)

Решив уравнения (1), (8) относительно z, рх, р2, ... , Рп , найдем 
полный интеграл Лагранжа системы А):

z = Ф (а^ , , хп , ат , • ••,«») (Ю)

без добавочной произвольной постоянной.
Переходим к системе В).
Наиболее естественно к системе В) присоединить уравнения того же

вида:

(И)

составляющие совместно с уравнениями (3) полную систему, обладаю
щую свойством

ДЯ1/ h’ ’ /n-х). Q. (12)
г. ( Р1 Рі Рп-1 Л

ЧР» ’ Р» ’ " ' ’ Рп 7
Решив уравнения (3), (11) относительно

Pl Pi Рп-1 х (13)
• • ’ ' Рп” , f ” Рп •

получим систему (п —1)-г0'Линейного однородного уравнения с одним 
интегралом:

Ф (%х , • • . , Хпч Щп , • • - ,Яп —2), (І^)

по которому построим интеграл А. Мауег’а (2) системы В)

z = an_1^(x1, ..^„хп,ат, ... ,яп-2) + «п (I5)

с произвольным постоянным множителем И добавочной произвольной 
постоянной.

Обычно к системе В) присоединяют уравнения (5), составляющие 
с уравнениями (3) полную систему, обладающую свойством:

Р (/1 1 • • • > fm ’ Fm+1 » • • • ’ ?п) , Q (16)
P (Pl . Pi Pn)

Решив уравнения (3), (5) относительно px, р2,..., pn, помощью квадра
туры найдем полный интеграл Лагранжа системы В) — (7) с добавочной 
произвольной постоянной, но без произвольного постоянного множителя.

Можно к системе В) присоединить уравнения (8), среди которых 
хоть одно не содержит z линейно с постоянным коэффициентом, и потре
бовать, чтобы уравнения (3), (8) представляли полную систему, обла
дающую свойством:

Р (/1 , ■ • ■ tfm ’
D(z, Р1, р2, . . Рп)

(17)
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Решив уравнения (3), (8) относительно z, , ... , рп , найдем полный 
интеграл Лагранжа системы В) — (10) без добавочной произвольной 
постоянной.

В 1929 г. (3) нами был дан такой пример: уравнению

(18)

(19)

(20)

pq = кху

принадлежат полные интегралы: 

г= “’+?+" 

с добавочной произвольной постоянной и

без добавочной произвольной постоянной.
В настоящей статье представлено исчерпывающее решение поставлен

ного вопроса.
Поступило
2 III 1940

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
‘Л Пфейфф ер, ДАН, XXIII, № 2(1939). 2 А. М а у е г, Math. Ann.,

Ill (1877). 3 Г. П ф е й ф ф е р, Зап. фіз.-мат. відд. УАН, IV (1929): Bull, des
Sci. Math., LIII, S. 2 (1929). '

101


