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МАТЕМАТИКА

к. К. МАРДЖАНИШВИЛИ и В. И. СЕГАЛ

ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ СУММ ВЕЙЛЯ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 25 11940)
Пусть

Q+P
5=2 , / (ж) = ажи + а^"-1 + ... а„,

x=Q+l

где п — целое>1, а, а15 . . . , а,г — вещественные числа, Q — целое, 
Р целое 3. J. G. van der Corput (1) нашел следующую оценку для 
модуля суммы 5: если

+ q>0, = А>1, (1)
то

[sr<^yy+yy+yy-, (2) 
где

1 п (и— 1)г— 1 л 17> = logP, a = d------1------? 0<е<-,

I означает наименьшее целое 5= е-1, а с зависит только от г и п. Эта 
оценка является одной из наиболее точных и широко применимых 
оценок, достигнутых методом Вейля. Особенно следует отметить, что 
оценка (2) остается нетривиальной для значений q порядка выше 
чем Рп\ Где г — сколь угодно малое фиксированное положительное 
число. Что же касается значений q порядка ниже, чем Ре, то нетри­
виальная оценка суммы S для таких значений q легко достигается 
ранее известными результатами [ср., например, в (2) теорему 354]. 
Ввиду исключительно важного значения сумм Вейля в аналитической 
теории чисел нам представляется полезным, как это часто делают, 
получить оценку, аналогичную (2), с явным выражением для всех 
параметров, связанных с суммой S. Мы доказываем следующее пред­
ложение:

При условиях (1) имеем

(3) 

где
H=logP +(п-1)г-1, a = d------1----- , 0<s<—, (4)

а I означает наименьшее целое 53 е-1.
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Примечание. Как видно из соотношения (11), наш результат 
может быть улучшен. Так, например, для п^З множитель 11 (/ — 1) 
в правой части неравенства (3) может быть заменен числом 8.

При доказательстве этого предложения мы пользуемся следующим 
неравенством К. К. Марджанишвили, полученным им в работе (3):

Пусть хк (Л) означает число решений (г жг, . . . , хк) уравнения
ж1ж2 ... xk = h

в целых положительных числах; тогда при любых целых 1^1, Х^1, 
к 3» 1 выполняется неравенство

2 4 (Л) < А(к"Х (log X + -1)^-\

где к^—1
Ар = 'kl .

(5)

(6)
Приступая к доказательству неравенства (3), 

например, теорему 265 в (2)]
р„П-1 „П-1 „п-1 9П~1-п /

|5|2 < 42 (Р2 ^Р 2 min С Л
hi, ... , h„-i=l

заметим, что [см.,

1
(аи! Al

где (£) означает расстояние от вещественного числа $ до ближайшего 
целого. Отсюда находим

рП-1
qW—1 qW 1 qW—-1' . -И 1 /" j *4

<c (p -ЧР
Л=1

Применяя здесь обобщенное неравенство Коши, мы получаем для 
любого целого I 2

„П-1 п-1 „П-1 П-1 т 1 Izl
|5|2 <42 (Р2 -1 + Р2 ~nUW1^ (7)

где по (5) рП-1

и = 2 ^-1W < Л Р"’1 р”, (8)
h—1

причем р и <з имеют значения (4), а 
р”-1 (

V = У min'-1 6Р, ГЦТІ') . V ’ (an! Л) 7 h=l
Пусть

(nl, q) = d, q—q^, nl=md. (9)
Сумму V можно разбить на не более чем

й([РпЛ-х] + 1)
сумм вида

H+Q! I Q1 £
О = у min'-1 (Р, 1 .= У min'-1 (Р  -----Л .

h=R+l 8=1

Полагая
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причем знак 6 можно предполагать противоположным знаку X, мы 
получаем при помощи (1) и (9)

, . . / г , 0 ams . Zms\(у4-ам! s) =1—----- ------------- 1 =1 7 Mi зі Зі ззі/
/ — +o\
I ams + r 3 j__( v (s) + AmOs'
X 3i 3i / ~ V 31

где v (s) означает наименьший положительный вычет ams + г по мо­
дулю q±, a 0S по абсолютному значению не превосходит единицы. Так 
как по (1) и (9) имеем (am, q1) = l, то v (s) в каждой сумме 2 прини­
мает значения 0, 1, ... , — 1 по одному разу (в последней сумме
некоторые из этих значений могут быть пропущены).

Предположим сперва, что ql > 4Am 4~1. Так как
v (s) — Am v (s) + Am0s < v (s) 4- Am,

то для значений у (s), удовлетворяющих условию
2Am < v (s) < q1 — 2Am, 

имеем
, , I ■. /ч (s) + Am0s\__(у + an! s) = >

Cv (s) — Am q,— Am — v (s)"\ _ . / > (s)—-------- Xi-------------U ) mm I ——
3i 3i У X 23i

(10)

Зі —ЖХ
23i У

Заметив, что число слагаемых суммы 2 со значениями у (s), не удо­
влетворяющими условию (10), будет меньше 4Am4*l и, заменяя каждое 

i_
такое слагаемое через Р1^1, получим

В<(4ДИ + 1)рА + 2та1Й^, 

где сумма в правой части распространяется на все целые значе­
ния v(s), удовлетворяющие условию (10). Если теперь предположить, 
что [Р-1^] -|-2 2Ат, то находим

1 < 00 i
2 < (4Аш + 1)Р‘'^+ (2ql)'~1 • 2 V Ц-< (4Am +1)

v=[P-1«lJ+2 v1-1

i — 1
+ 4y1I-i.2 I ~- ^(kAm + lj Pl~' +8(1-1) qj>1-!.

p"1^ v1-1
Если же [P-1^] Ц-2 > 2Am, то аналогично имеем

2<(2[Р-1?1] + 3)Р^+(2?1У-1.2 V Ц_<
ч= [Р“Xl] +2 Vi-1 

і 1 i 1
< 2Рг-і?14- ЗР1-14- 8 (I - 1) q1P^= 3P^+(8 (I - 1) 4- 2) q, Pl~\

Таким образом всегда будем иметь:
L JL

2 < (4Л/П-4-1) Pi-1 + 10 (^ — l)?jPi-1 •
Последнее неравенство, очевидно, справедливо также и в случае, 

когда qx^^Am -J-1. Отсюда находим

V < d (IP”-1?-1] 4-1) ((4А/П4-1) Р'-1 +10 (Z -1) ^Р'-1)
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или
V с 5и! (I— 1) qpi~i) (“~ + 0 *

Воспользовавшись последней оценкой и неравенством (8), мы полу­
чаем из (7) 

или

15 Is ’< + (Z-I)x

x + (11)
где Лп-1 имеет значение (6). Заметив, что выражение

- ВЦ
((5n! (I - 1)) *

всегда меньше 10 (Z — 1), мы находим

IS Г < 11 (1 - 1) («<■ ((Л + i^L + у - \ .

откуда непосредственно вытекает наше утверждение (3).
В заключение сделаем еще следуюпдее замечание. В приложениях 

иногда вместо суммы 5 встречается сумма вида
Q + P 

= У 

x=Q + l
где m —целое >1. Из нашей оценки, полученной для суммы 5, непо­
средственно вытекает оценка суммы Sr. В самом деле, пусть

(m, q) = d, m — m^, q=qxd.
Если выполнены условия (1), то 

(ИПЛ ,
тл = ~ + ^, (ат^ q1) = i, \Х1т1.\^Ат1

и при помощи (3) находим

15, г < ИМ(«Г I* ((дт, ,
откуда умножением и делением на d получаем

|51Г'<Н((-1)(4РГ\«((дт+±)(Х + Лч)у-. •
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