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О СИНГУЛЯРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ, 
СОДЕРЖАЩИХ ИНТЕГРАЛЫ В СМЫСЛЕ ГЛАВНОГО ЗНАЧЕНИЯ

ПО КОШИ

(Представлено академиком Н. И. Мусхелишвили 23 X 1939)

С. Г. Михлин опубликовал недавно статью^), в которой даны необ
ходимые и достаточные условия эквивалентности некоторого класса 
сингулярных интегральных уравнений, содержащих! интегралы в смысле 
главного значения по Коши, с интегральными уравнениями Фредгольма. 
В настоящей работе мы рассматриваем аналогичную задачу, которую, 
следуя идее Т. Карлемана (2), сводим при помощи интегралов типа 
Коши к определенному виду известной задачи Римана в теории функ
ций комплексного переменного. Затем, посредством решения этой задачи 
Римана, найденного в явном виде Ф. Д. Гаховым(3), мы регулязируем 
рассматриваемое сингулярное интегральное уравнение и устанавливаем 
критерии эквивалентности. Эту работу мы нашли возможным опубли
ковать ввиду того, что способ, использованный в ней, отличен от ме
тода, предложенного С. Г. Михлиным, и кроме того, полученный резуль
тат является несколько более общим.

Прежде всего условимся о некоторых обозначениях. Пусть S—про
стой замкнутый контур, имеющий в каждой точке ограниченную кри
визну. Через а и t будем обозначать комплексные координаты точек, 
лежащих на S; пусть начало координат лежит внутри S. Будем гово
рить, что функция есть класса Hs, если она определена на 5 и удов
летворяет условию Holder’a. Кроме того ниже, под функцией, 
голоморфной вне S, будем подразумевать такую голоморфную функцию, 
которая обращается в нуль на бесконечности.

Рассмотрим интегральное уравнение

= (1)

где К (а, т), а (а), /(а)—заданные функции класса Hs относительно обеих 
переменных а и т, к—постоянный параметр, а интеграл берется в смысле 
главного значения по Коши.

Если решение уравнения (1) будем искать среди функций класса Hs, 
то это уравнение можем переписать в виде

к (а) <р (а) — Хр (а) dr = F (а), (2)
S
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где
т = ЛЦз,а), + (3)

s
Используя известные граничные свойства интеграла типа Коши 

уравнение (2) можем записать так:
[а (о) - (0)] Ф3. (0) _ [Я (о) + (о)] фа (а) = F (а), (4)

где ’ЕДа) и Фа (°) суть предельные значения функции

когда z —> а соответственно изнутри или извне контура S.
Если предполагать, что a2 (aj + X2^2 (а) о, то (4) принимает вид

^а(а) = а(а) W3(a)4-6(o), (6)
где

а (а) = a (°) ~ „ Ь /3\ =______ F (°)
а (а) + (с) , а (а) -р Ллф (а) ' > )

Итак, если а (а) есть функция класса Hs и удовлетворяет уравне
нию (1), то интеграл типа Коши (5) дает две такие голоморфные 
функции внутри и вне контура S, которые удовлетворяют граничным 
условиям (6). Легко сделать также и обратное заключение: если ^(z) 
и М а (z)—функции, голоморфные соответственно внутри и вне контура 5 
и такие, что Ф3 (а) и РДз) суть класса Hs и удовлетворяют гранич
ным условиям (6), то их разность

? (°) = (а) -- *’о (а) (8)
будет решением уравнения (2).

Таким образом мы получили следующую задачу Римана: найти вну
три и вне контура S такие голоморфные функции Ф3(г) и ^(з), пре
дельные значения которых на 5 суть функции класса Hs и удовлетво
ряют условию (6).

Относительно этой задачи известна следующая фундаментальная 
теорема (3).

Пусть
ind[«(o)] = A С d\%a^) = n,

где п — целое число или нуль. Если п= то рассматриваемая
задача Римана имеет решение для любой функции 6(з) и все эти реше
ния выражаются следующим образом:

’Ej (z) = (ai + a2z+ ... + ф- zme^ Ф (z), 1
^a(z) = (a1-\-a2z+ .. . +amzm~1) z~me<>^<b(z). ( (9)

Если же /г>0, то рассматриваемая задача Римана, вообще говоря, 
не имеет решения; решение существует и имеет вид

¥3(2) = г-"е^)ф(г)! Wa(z) = ^<2)®(z) (Ю)
лишь в том случае, когда 6(a) удовлетворяет следующим условиям:

[ е~яа(-)^-1Ь (т) dx — 0, I — 1, 2, . . . , п, (11)
5
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где ar, а%, . . . , ат —произвольные постоянные и

s s
(12)

Пусть n= -m<0. Тогда в силу (3), (7), (8), (9) и (12) легко по
лучим, что всякое решение класса Hs уравнения (1) удовлетворяет 
также интегральному уравнению Фредгольма г

где
Х*(з т) — Л Г 1 '____ _______ 1 К ~ К (о, а)

’ ' 2 L ^ (’).+(°) ' “ (’) — (o)J t — о Ь

(1*)

п

(13)•' Ў °\Ы + Л2”Т W — "Г — о ’ 
О

* , , _ 1 Г 1 , о2” 1
'°' ~ 2 L « (о) + + а (а) — J /(3) +

п

/ а2 (т) + Я2л2^2 (т) dx, (14)

Pm^(z) = ax + a2z-\- ... +amzm-i,’

J — а
8

(15)

Нетрудно также доказать, что все решения уравнения (1*) явля
ются функциями класса Hs и удовлетворяют уравнению (1). Таким 
образом, если п < 0, то уравнения (1) и (1*) эквивалентны между собою.

Пусть теперь п > 0. Тогда всякое решение класса Hs уравнения (1), 
если таковое существует, удовлетворяет уравнению Фредгольма (1*) 
при Рт-1 (о) = 0 и дополнительным условиям вида

$ Pi 0е) ? (т) dt = V; (т) / (т) dx, 1 = 1, 2, . . ., п, (16)
S S

которые получаются из (11), причем рч (г) и V; (т)—известные функции. 
Можно доказать также и обратное предложение: если при п > 0 существует 
решение уравнения (1*) со свободным членом /*(о), удовлетворяющее 
дополнительным условиям (16), то это решение будет функцией класса 
#з и удовлетворяет уравнению (1).

Таким образом при п>0 уравнение (1) эквивалентно одному инте
гральному уравнению Фредгольма (1*) со свободным членом /* (з) и п 
дополнительным условиям (16).

Рассмотрим частный случай, когда К (з, т) = К (а, с) = р (з). Тогда 
общее решение уравнения (1) при п < 0 дается формулой
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Если п > 0, то решение будет существовать лишь в том случае f 
когда /* (а) удовлетворяет условиям

[ P-г (т) /* (т) $ v! (т) / (т) Z = 1, 2, ... , п,
S 8

причем при выполнении этих условий существует единственное реше
ние уравнения (1): (о) = /* (а).

В частности, если а = 0, р= —1, Х = 1, то, очевидно, п = Ои из (17) 
в силу (14) получим, что

?(а)=—Д dz.
‘ ' тс2 J т — а

S

Эта формула дает обращение интеграла

8
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