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МАТЕМАТИКА

И. М. КАМЕНЕЦКИЙ

ОБ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНЫХ И СООТ­
ВЕТСТВУЮЩИХ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ПРОЦЕССАХ.

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 9 XII 1939)

Пусть п0 .— некоторая конечная или бесконечная ступен­
чатая последовательность (в). Совокупность всех неравных попарно 
членов ее, расположенных в порядке возрастания, образует последо­
вательность, которую условимся называть опорной последовательностью 
ступенчатой последовательности п0, . и будем обозначать /0, ]\, . ..
(/o<C/i---)> Опорная последовательность бесконечной ступенчатой 
последовательности вполне определяет эту последнюю.

Пусть: 1) па^:п1,...—некоторая неограниченная (следовательно, 
бесконечная) ступенчатая последовательность с опорной последователь­
ностью /0, 2) х0, х^. . .—последовательность точек на комплекс­
ной плоскости такая, что

|яч — х,\ + |пі — nj\#=0 j = 0, I,-..);
3) j (T)—ближайшее к i, большее его число последовательности /0, ji, ■ . . 
Последовательность полиномов pi(x) степени j (i) — 1 (i — 0, 1, ■ . .), удо­
влетворяющих соотношениям

р^ (^) = 1,
[k = 0, 1, .. . , j (i) — 1; k^i\, 

по теореме 1 предыдущей статьи автора существующих и однозначно 
определяемых этими соотношениями, условимся называть фундамен­
тальной последовательностью полиномов, ассоциированной с интерпо­
ляционной проблемой (РПг) и последовательностью точек {х,}-*

Всякий полином Рт(х) степени m(m = 0, 1,...) может быть пред­
ставлен, и притом единственным образом, в виде линейной комбинации 
полиномов pi (х) [і = 0, 1,.. . , j (т) —-1]:

І (т)-1
Рт(х) = 2 -Р™ ° (жі) А (ж)-

і=0
Пусть: 1) па < . . . , < nm_i—некоторая ступенчатая последова­

тельность; определим бесконечную последовательность ni(i = 0, 
посредством соотношений

пі+т=Пі + т (г = 0, 1,...);

* Термин «фундаментальная последовательность полиномов» заимствован авто­
ром у Whittaker’a(5).
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эта последовательность будет также ступенчатой; 2) ^(« = 0, 1, . . .)_  
последовательность точек на комплексной плоскости, удовлетворяющая 
условиям

^і+т — (І — 0, 1, . . .);
такую последовательность 
т (2) *;  3) pt (ж) (г = О,

условимся называть периодической с периодом 
• • •) фундаментальная последовательность

полиномов, ассоциированная с интерполяционной проблемой (Рп. 
и последовательностью точек {я^}; 4) I—наименьший из модулей нерав 
ных нулю корней уравнения Д.(Х) = О, где Д(к) есть определитель

1^0 /уАхо............................................. l^-hxo
1^X1 ШП1 1ш\Х1.............opn^lni /ш’и~6х1

А 00 =

_ щт-Шя,-! 1шт hxm-!

Имеет место следующая теорема.
Теорема 5. Всякая целая функция f(x) класса <[!,/] С) разла­

гается в ряд
ОО

=2 pi (х)’
г=0

сходящийся равномерно во всякой ограниченной области. Константа I 
является точной.

Эта тебрема содержит как частные случаи соответствующие резуль­
таты В. Л. Гончарова (2) (при щ = г) и Н. Poritsky’ro (3) ^прй пі—т £ .
(п)^ ЛеДСТВИе’ Если /(ж)—целая функция класса < [1, Z] и все числа 

/ г (яч)(г = О, 1,.. .) равны нулю, то f(x) = O.
Сохраним предшествующие обозначения; имеет место также следую­

щая теорема.
Теорема 6. Пусть с0, сх, . . . , сп,. . .—такая последовательность 

комплексных чисел, что ряд
ОО

V 1 с" I
In

п=0 

сходится-, тогда ряд
СО

п=0
представляет целую функцию класса ^[1, I].

Ниже мы даем обобщение теоремы 5. Пусть: 1) пв, п1, . . .—ступен­
чатая последовательность, удовлетворяющая условиям теоремы 5; 
2) х0, х1,. .. —последовательность точек на комплексной плоскости, 
удовлетворяющая условиям

11Ш Xi^jn = at (І = 0, 1, . . . , т — 1),
fe->oo

где а€(г = О, 1,..., т — 1)—фиксированные точки на комплексной пло­
скости; такие последовательности условимся называть асимптотически 

* Как и преяоде, мы предполагаем, что | ж,- — xj | р |пг- — nj | ф о, / р
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периодическими*;  3) pt (ж) (г=0, 1,.. .[—фундаментальная последо­
вательность полиномов, ассоциированная с интерполяционной проблемой 

и последовательностью точек {ж^}; I—наименьший из модулей 
не равных нулю корней уравнения Дх (к) = 0, где через Д, (к) обозначен 
определитель, получающийся из определителя Д (к) теоремы 5 путем 
замены ж0, ж1? ... жт_і соответственно на а0, а1?. .., am_x. Имеет место

Теорема 7. Всякая целая функция f (х) класса <^[1> 1} разлагается 
в ряд

ОО

/и=2
. 1=0

сходящийся равномерно во всякой ограниченной области.
Следствие. Если /(ж)—целая функция класса <[!,/] и все 

числа (хі) (i = 0, 1,...) равны нулю, то /(ж) = 0.
Теорема 8. [Обобщение теоремы J. Schoenberg’a (4)]. Пустъх0, xv...— 

последовательность точек на комплексной плоскости такая, что мно­
жество, производное по отношению к множеству, элементами которого 
служат различные точки последовательности {xi}, расположено на отрезке 
[ — 1, +1] вещественной оси. Тогда всякая целая функция /(ж) класса 
<Ц1, у разлагается в обобщенный ряд Абеля, ассоциированный 
•с последовательностью точек !Х[}

Ж = 2^’ ^п')Рп(х), 
П=0 

где 
X X’ я(Я-1>

рп (ж) = dx’ dx" . . . dx^ (п = 1, 2,. . .), ра (ж) = 1,
Хо Х1 Х„-1

причем сходимость равномерна во всякой ограниченной области.
В качестве следствия этой теоремы получаем соответствующую 

теорему единственности.
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* Мы предполагаем попрежнему, что | ж,- — xj | + | п( — пj | ф 0 (i ф /; i, j = 
= 0, 1, ... ) ; кроме того должно быть [ а,- — aj | + | nt — nj | -#0 при i ф].
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