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МАТЕМАТИКА

к А. С. КОВАНЬКО

О КОМПАКТНОСТИ СИСТЕМ ОБОБЩЕННЫХ ПОЧТИ ПЕРИОДИ
ЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В. В. СТЕПАНОВА

(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 12 XII 1939)

Цель настоящей заметки—дать условия компактности систем обоб
щенных почти периодических функций В. Степанова ф).

Чтобы решить эту проблему, нам пришлось воспользоваться резуль
татами Л. Люстерника (2) касательно компактности систем почти перио
дических функций X. Бора, а также нашими результатами (3) по теории 
пространств функций Степанова. Нам необходимо также ввести некоторые 
обозначения и формулы, нужные для дальнейшего.

§ 1. Обозначения
1. Пусть Е—линейное измеримое множество, расположенное на 

( — со < х < -ф со), и пусть Е (а, Ь)—его часть внутри (а^х^Ь).
Пусть

' ’ ' Ь — а

Мы положим 8sjE = Bepx. гран. оЕ {х, х-\-е).
—со<х<-фсо

Совершенно очевидно, что 8g (Е1 -ф Е2) < о® Ех -ф8® Ег, если EJ^— 
пустое множество.

2. Введем понятие длины 8® (/, ф) между двумя измеримыми функциями 
f (х) и ср(ж), которые определены на (— со <х < -ф со). Пусть Еа—мно
жество значений х тех, где | / (ж) — ср (ж) I 5= а > 0. Мы полагаем

8®(/, <р) = нижн. гран. (я-ф8®Еа).
0<а<оо.

Легко видеть, что 8® (Д , /2) < 8® (Д/3) -ф (/2/3).
3. Введем еще понятие срезанной функции. Пусть /(ж) измерима 

на (— оо < х < -ф со). Положим [/(ж)фу = / (ж) там, где \f(x)\<^N, и 
U(x)]n=N- там, где \f(x)\^N.

4. Пусть / (ж)—суммируемая функция на (— оо < ж < -ф со). Поло- 
х+е

- 1 сжим fe(x) — — \ / (Ц dt (усредненная функция).
X
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5. Пусть ш > І. Введем понятие длины между двумя функциями 
/(z) и (я) на ( —со <ж<Н-со), у которых и |ср|ш суммируемы 
следующим образом:

х+е 2.
(Л ?) = верх. гран. {± С I / - <р |“ dtl" .

—со<х<4-со I е J )X
х4-е 2.

Аналогично напишем (f, ср) = верх. гран. \ |/~? f. Таким
—оо<я<+оо I е J ' J

образом DeSto есть частный случай Des^—тот, при котором Е = (— со, + со). 
Совершенно очевидно, что

(Л , Л) < (Ш + (Ш, (f, ?) < Е^ (f, ср), если Е, С Е,.

§ 2. Некоторые определения
1. Измеримая функция /(ж) на ( —оо <ж<Н-оо) называется S почти 

периодической («5 пп»), если, каковы бы ни были числа s>0 и е > О, 
существует относительно плотное  множество чисел {т} (почти периоды) 
таких, что

*

2. Функция f(x) ( — со < х < + со), у которой |/|ш((«5®1) сумми
руема, называется 8Ш почти периодической («5шпп»), если, каковы бы 
ни были числа s > О и е > 0, существует относительно плотное * мно
жество чисел {т} (почти периоды) таких, что

<(/(Ж + т),

3. Множество Е элементов {х} некоторого полного пространства Е 
называется компактным, если из всякой бесконечной последовательности 
элемента Е возможно выбрать сходящуюся подпоследовательность.

4. Функция /(ж)( —оо<(а;<^4-со) называется «5 нормальный», если 
множество всех ее смещений {/(х-^-к)} (к—любое) компактно в себе 
самом в смысле сходимости, определенной расстоянием &s.

5. Функция f(x) { — оо <ж< + оо) называется «5Ш нормальный», 
если множество всех ее смещений {f(x-\- к)} (к—любое) компактно 
в себе самом в смысле сходимости, определенной расстоянием Е^ш.

§ 3. Теоремы
Теорема 1. Пусть gjj (/)—система «5Ш пп» функций в пространстве ** 

всех «5Ш пп» функций.
Необходимое и достаточное условие, чтобы ЭДН/) была компактна 

в смысле сходимости, определенно!! расстоянием DeSM (для всякого 
постоянного «е»), состоит в следующем: каковы бы ни были s/>0 и 
е 0, система ЭДН/) удовлетворяет следующим свойствам:

1°. Существует положительное число а = а (г, е) такое, что Е^ (f, 0) s 
при. 8g 7? < а для любой функции / из ЭДН/)-

* Множество называется относительно плотным, если внутри всякого интервала 
(х, х+а, где а постоянно) существуют точки множества.

** Это пространство полное [см.(3)].
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2°. Существует положительное число р = р (s, е) такое, что (f, fb) < е 
при Л<р для всякой функции / из^Щ(/).

3°. Существует общее относительно плотное множество почти перио
дов {т} для всех функций системы таких, что

^(/(^Ч-т), /(Ж))<е Для

Теорема 2. Пусть ЭДЦ/)—система «S пп» функций в простран
стве*  всех «S пп» функций-

Необходимое и достаточное условие, чтобы yjKf) была компактна 
в смысле сходимости, определенной расстоянием (для всякого посто
янного «е»), состоит в следующем: каковы бы ни были г О и е^О, 
система (/) обладает следующими свойствами:

1°. Существует такое число No — No (s, е) 0, что &« (/, [/]n) <С а для 
N^>H0 и для всякой функции / системы 5Ш(/).

2°. Существует такое число 8 = 8(s, е), что (x-j-h), f (х)Хв при 
JAK'S для всякой функции / системы ЭД(/).

3°. Существует относительно плотное множество почти периодов {т}, 
общих всем функциям системы таких, что

a: (*))  < з для /СТО-
Теорема 3. Всякая (.<8 пп» функция есть функция «S нормальная», 

и наоборот.
Теорема 4. Всякая «8шпп» функция есть функция «8Ш нормаль

ная», и наоборот.
Примечание. В теоремах 1 и 2 было бы достаточно считать е 

как угодно малым, так как, если условия теоремы соблюдены соответ
ственно для е — е,, они также соблюдены для е'^>е1 (при замене s на 2s).

Поступило
12 XII 1939
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* Это пространство полное [см.(’)).
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