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При исследовании физических систем нельзя ограничиться изуче­
нием грубых систем^). И не только потому, что для некоторых спе­
циальных целей имеет смысл рассматривать негрубые системы, напри­
мер консервативные, но прежде всего потому, что при изменении пара­
метра в динамической системе мы переходим от одной грубой системы 
к другой, качественно отличной грубой системе через негрубые системы.

Отсюда возникает задача исследования негрубых систем и их клас­
сификации, которая тесно связана с теорией зависимости от параметра 
качественной структуры разбиения фазовой плоскости на траектории.

Настоящая заметка содержит определение и исследование простей­
шего типа таких систем, именно Систем релативно грубых по отноше­
нию к множеству негрубых систем *.

Рассмотрим динамическую систему, определяемую двумя уравне­
ниями первого порядка:

5 = у), ^ = Q(x,y), (А)

где ж и у — декартовы координаты на плоскости, а Р(х, у) и Q (ж, у) — 
аналитические функции для всех рассматриваемых значений перемен­
ных ж и у.

В дальнейшем подобно тому, как это было сделано при рассмотре­
нии грубых систем, ограничимся такими системами вида (А), для кото­
рых существует так называемый «цикл без контакта», т. е. такая про­
стая замкнутая кривая g с непрерывно вращающейся касательной, что 
все траектории, проходящие через точки этой кривой, ее пересекают, 
и ни одна траектория ее не касается. Областью G назовем область 
плоскости внутри кривой g.

Рассмотрим наряду с системой (А) измененную систему:
^ = Р(ж, у)+р(х, у)- ^t = Q(x,y) + q(x,y), (В)

где р (ж, у) и q (х, у)—также аналитические функции для всех рассмат­
риваемых значений переменных ж и у.

* Заметим, что тип негрубых систем, рассматриваемый в настоящей заметке, 
имеет фундаментальное значение во многих физических вопросах, связанных с по­
ведением динамических систем при изменении параметра (2).
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Определение 1. Систему (А) мы будем называть негрубой систе­
мой первого порядка в области G, если

а) она не является грубой, ___
Ы ттття всякого 71 > 0 можно указать такое - >■ , Р

ПР“ »»™РЫХ систе“ (В) является груб°“ ” "Р 
которых в области G удовлетворяются условия.

|р(«, у)\ < S, \q(x, у)\ < S,
\рх(х,у)\<е, \Ру(х,у)\<^ \qx(x,y)\<^ \qy(x,y)\<^

I р'хх (х, У) I < ®’ I Рху У) I ®’ 1 Pv^f ' S’
I qxx (х, у) I < s, I qxy (x, y) | < s, I qm (ж> ?/) I < s> 

существует взаимно-однозначное и взаимно-непрерывное преобразование 
Т области G (вместе с границами) самое в себя, при котором.
Т П соответствующие точки находятся на расстоянии, меньшем tj

2 Хам лежащим на одной и той же траектории системы (А) 
еооивтетвут точки, лежащие на одной и той же траектории системы 
<В>Н?ойоли^ ™т’ ™ ояств“ <А) ™,ся н»врубой си­
стемой первого порядка в области G-, могут быть сформулированы

Р'х(х0,у0), Ру(х0,у0) 
д = Qx^yo), Qy(x0,y0) ’

3 = Р'х (ж<ъ Уо) + Qy («О, Уо)'

первого порядка в области GТеорема!. Негрубая система первого поряока в“ S —г ==■ :
^=Р,(х,у) + ^ = y-kx + Q2(x,y) + •••>

гпе Р (X у) и О2 (Х,у) -члены второй степени относительно х и у, 
а ^^^^егруба^ порядкарв области G не имеет
состояний равновесия, для которых Д О, д = о, 3 о,

В дальнейшем состояние равновесия, для которого a v, т= , 
п м k\ 0 мы будем называть «седло-узел».^Пуоіь мы ™ом состояние равновесия для А > 0, »

Переходя к полярным координатам х-хй-у^^, у Jo Р 
и исключая t, получим:

= рЙ! (?) + Р2В2 (?) + Р3Вз (?) + • • •
Теорема З.^Негрубая система первого* порядка в области G не 

имеет состояний равновесия, для которых

о = 0, Д>0, а3=^йз(®)^- 
О

Г^Хно можно определить негрубые системы 2-го, 3-го и т. д. порядка, 
о негрубых системах 1-го порядка в области G, мы 

для краткости будем опускать слова «в области G».

*** Если а = 0, то Ri (?) = 0 и \ Rz (?) Й = 0.
о
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Состояние равновесия, у которого а = 0, А > 0, а3 Ф 0, мы будем 
называть «сложным фокусом первого порядка».

Пусть « = <р(0, у = ф(С[?(г + т) = ?(О, Ф (* + ^) = Ф (*)] периодиче­
ское решение системы (А), соответствующее замкнутой траектории, рас­
положенной в области G.

Теорема 4. Негрубая система первого порядка в области G не 
имеет замкнутых траекторий, для которых

h = 4 $ [Pi (<М) + Qi (Ъ Ф)1 °
О 

и одновременно

^2 ~ J {р/ [(-Рхх — Руу) Ф 4" (Qxx Qyy) ? 4“ 2 (Qxy^ 4“
о

+ 2р V [(Р' + Q'y) (Й - ф?) + (Ру - &) (?<? + Й)1} ds = О,
S

{ / (s) = exp [Pi (?, ф) + Qi (?> Ф)] ds-, р (s) = [ср2 + ф2]-1}.
О

Замкнутую траекторию, для которой h = 0, h2=p0, мы будем назы­
вать «двойным предельным циклом».

Будем называть со или а орбитно-неустойчивые (4) полутраектории, 
имеющие своими со или а предельными точками седло (А < 0) или 
седло-узел, соответственно сепаратрисами (усами) седла и сепаратри­
сами (усами) седла-узла.

Теорема 5. Негрубая система первого порядка в области G не 
имеет сепаратрис, идущих из седла в то же самое седло, если в этом 
седле с = 0.

Будем называть орбитно-неустойчивые траектории, которые могут 
быть в грубых системах, грубыми орбитно-неустойчивыми траекториями*. 
Все другие орбитно-неустойчивые траектории будем называть негру­
быми орбитно-неустойчивыми траекториями.

Определение 2. Мы скажем, что негрубая орбитно-неустойчивая 
траектория независима, если, какую бы другую негрубую орбитно- 
неустойчивую траекторию Ь2 мы ни взяли, множество точек и ее со 
и а предельных точек и множество точек Ь2 и ее со и а предельных 
точек либо не пересекаются, либо пересекаются по грубым орбитно­
неустойчивым траекториям, либо множество точек их пересечения сов­
падает с множеством точек Lx и ее со и а предельными точками.

Теорема 6. В негрубой системе первого порядка в области G не 
может быть двух негрубых независимых орбитно-неустойчивых траек­
торий.

Теорема 7. В негрубой системе первого порядка в области G не 
может быть ни сепаратрис седла-узла, идущих в седло (или из седла), 
ни двух сепаратрис седла-узла, являющихся продолжением одна другой.

* Грубыми орбитно-неустойчивыми траекториями являются следующие траек­
тории:

1) состояние равновесия, для которого А ф 0 и, если Д>0, то с^О,
2) замкнутая траектория, для которой h ф 0,
3) сепаратриса седла, не идущая из седла в седло, среди предельных точек 

которой могут быть лишь орбитно-неустойчивые траектории типа (1) и (2).
Всякая орбитно-неустойчивая траектория, отличная от перечисленных, является 

негрубой.
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Теорема 8. В негрубой системе первого порядка в области G не 
может быть двух сепаратрис седел, одна из которых накручивается 
на двойной предельный цикл, а другая скручивается с этого цикла.

Теорема 9. В негрубой системе первого порядка в области G не 
может быть сепаратрисы, идущей из седла в то же самое седло, на 
которую накручивается (или с которой скручивается) сепаратриса 
другого седла.

Мы скажем, что система (А) в области G удовлетворяет условиям 
Г', если в области G:

а) она имеет одну и только одну негрубую независимую орбитно­
неустойчивую траекторию;

Ь) эта негрубая, независимая орбитно-неустойчивая траектория при­
надлежит лишь к одному из следующих типов:

1) Сложный фокус первого порядка (Д > 0, а = 0, а3=#0),
2) седло-узел [Д = 0, о^О, 1\ (1, к) #= 0],
3) двойной предельный цикл (А = 0, Л2 А 0),
4) сепаратриса, идущая из седла в седло, причем если она возвра­

щается в то же седло, то в этом седле с #= 0;
с) сепаратрисы седел и седел-узлов (являющиеся не независимыми 

негрубыми орбитно-неустойчивыми траекториями) удовлетворяют сле­
дующим требованиям:

1) сепаратриса седла не может накручиваться на сепаратрису дру­
гого седла, идущую из седла в то же самое седло (или скручиваться 
с нее),

2) сепаратриса седла не может накручиваться на двойной цикл, 
если есть сепаратриса, скручивающаяся с него (и наоборот),

3) сепаратрисы седла-узла не могут ни итти в седло, ни являться 
продолжением одна другой.

Теорема 10. Если система (А) удовлетворяет в области G усло­
виям Г', то она является негрубой системой первого порядка в обла­
сти G.

Физико-технический институт университета. Поступило
Горький. 1 XI 1938.
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