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I. Пусть 21 — пространство числовых последовательностей с еди
ничной базой, т. е. пространство типа (В) числовых последова
тельностей, содержащее все элементы вида

п—1

в котором всякий элемент а может быть представлен и единственным 
образом в виде:

+ а2г?+.. ., (1)
где а = {а15 а2, . . . } .

Очевидно, что всякий линейный функционал V (а), определенный в 21, 
может быть представлен в виде:

У (а) = -J- й2й2 + • •. 4-^п^п + . • •, (2)

где bi = V (rf). Для дальнейшего важно отметить, что и обратно, если 
для какой-нибудь последовательности чисел Ь2,Ьп, } ряды 
ОО ОО

Ьіаг сходятся для всех а £21, то V — линейный функционал в 21. 
1 1

II. Пусть теперь Е — некоторое пространство типа (В) и ж15 ж2, .. . 
. . . , хп, . . .—полная последовательность элементов этого пространства.

ОО

Предположим теперь, что, каков бы ни был элемент а £ 21, ряд a^Xj
1 

сходится слабо к некоторому элементу х £ Е. Элементы х £ Е, пред-
ОО

ставленные в виде «суммы» слабо сходящихся рядов ^аіХі, где а £21, 
1

образуют линейное многообразие, всюду плотное в Е. Обозначим это 
многообразие через D. Обозначим далее через

x = L (а) 
422



аддитивный и однородный оператор, преобразующий 21 в D. L (а) —
СО

= «сумме» слабо сходящегося ряда я^, где а = {а^ а2,.. .,ап, ... } .
1

Теорема 1. Оператор х — Ца) —непрерывен.
Доказательство. Достаточно доказать, что, какова бы ни была 

последовательность а1, а2, ..., ап, ... элементов ап = {аГ, аГ, • • • } про
странства 21, сходящаяся к нулевому элементу, нормы элементов соот
ветствующей последовательности в Е—х1, х2, . . ., хп, . . . будут ограни
чены. Заметим, во-первых, что если F—линейный функционал в Е л х^Е,
ТО со

Е(х) = ^а1Е(Хг).
1

ОО 03

Далее, так как сходится для любого а €21, то ^агР (xi)
г 1

является линейным функционалом в 21. Обозначим этот функционал 
через V. U(«i) = 7(^)1- Тогда: F(x) = V(a) для всех x£D [x = L(a)].

Пусть теперь ат—>0 и хт — L (ат) = слаб. щ
1

Тогда
F (хт) = V (ат)

и следовательно F (хт)—>0 при т —»оо.
Но F — произвольный линейный функционал в Е, а следовательно 

нормы элементов хт ограничены в своей совокупности, что и требова
лось доказать.

Следствие. Пусть, как и ранее, жх, ж2, . . . , хп, ...—последова
тельность элементов Е и 21—пр-во числовых последовательностей с еди
ничной базой. Тогда:

со

Если ряды ^а^ сходятся слабо для всех а £ Ж, то они сходятся
1 

сильно.
В самом деле, так как 21— пространство с единичной базой, то для 

всякого а € 21 имеет место |а —ап|—»0, где а = { av а2,. . ., ап,ап+1,^ . } 
и а^= 1а., . . ., ап, 0, 0, ... }. Но тогда по теореме 1 L(a) = lim L(an) =

I __ ’ П->ОО

— lim V ОіХі .
n-> CO .

III. Предположим теперь, что определенный выше оператор x — L(a) 
осуществляет взаимно-однозначное отображение 21 на D, т. е. 
что существует L~1(x') = a.

Отметим следующие свойства отображения в этом случае:
1. Если D не совпадает с Е, то существует последовательность

ОО

хп = ^a^Xi, сходящаяся к нулевому элементу, для которой соответ

ствующая последовательность ап = L~1 (хп) неограниченно расходится (т. е. 
| ап | —» со при п—>оо).

2. Если D совпадает с Е, то оператор L~l непрерывен (см. книгу 
Banach’a).

423



3. Для того, чтобы пространство Е было изоморфно с 21, необходимо 
и достаточно, чтобы в Е существовала база, удовлетворяющая следую
щим условиям:

ОО

1) Каждый элемент х^Е может быть представлен в виде х=^ aiXir
1

где a = {ai}—элемент ЭД. 
СО

2) Если а £ ЭД, то ряд agXi сходится. 
1

Примеры. 1) Пусть /Дж), /2(ж). . .—последовательность функций 
из Lp(p > 1). Тогда: 

СО 1

Теорема. Если ряды а, /г (ж) а (ж) (/ж сходятся, каков бы ни 
1 о

был элемент а g 21 и для любой функции а (ж) из Lq, где —+ — = 1, 
ОО

то ряды: а, /і (ж) сходятся по индексу р. 
1

2) Пусть /Дж), /2(ж), . . .—последовательность непрерывных функций. 
ОО 1

Теорема. Если ряды й» А (ж) dg (ж) сходятся, каков бы ни был 
10 ।

элемент а £ ЭД и для всех функций g (ж) с ограниченной вариацией, и если 
СО 1 1

всякий раз ai fi (ж) dg (ж) — / Д) dg (ж), где / (ж)—непрерывная функ- 
10 о

ция (зависящая от то ряды сходятся равномерно.
IV. Пусть Fx, Fz,... , Fn,... —последовательность элементов про

странства Е [где Е—некоторое пространство типа (5)].
СО

Т е о рема 2. Если ряды (ж) сходятся для любого х^Е
1 

и каков бы ни был элемент а из ЭД, то:
1. Оператор F = L(a), где F—элемент Е, определяемый рядом 

2 «гFi (ж), непрерывен. 
СО

2. Ряды aiFi сходятся сильно.
І

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1.
Государственный университет. Поступило

Воронеж. 1 XI 1938.
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