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В этой заметке мы ставим себе целью наметить основные положения 
общей теории пространства сопряженного и второго сопряженного 
по отношению к локально-выпуклому пространству.

При построении этой теории нами руководило стремление обобщить 
известные теоремы Банаха (х) о линейных функционалах.

Итак, всюду в дальнейшем Е есть локально-выпуклое.пространство.
1. Функционал ?(ж), определенный на Е, называется непрерывным, 

если прообраз всякого открытого множества значений функционала ср (ж) 
есть открытое в Е множество. Аддитивный и непрерывный функционал 
называется линейным.

Рассмотрим пространство Е* линейных функционалов /(ж) в Е. 
Е* есть линейное (векторное) пространство.

Введем в Е* топологию, сопряженную по отношению к топологии Е. 
Мы определим эту топологию при помощи приведенного семейства 
открытых множеств (2), которое будет состоять из множеств вида

Т = 6 (sup |/(ж) | <1, x^G), 
/

где G пробегает класс всех ограниченных множеств в Е.
Согласно теореме 4 из (2) сопряженная топология выпукла. В даль­

нейшем множество, открытое в смысле сопряженной топологии, мы будем 
называть просто открытым, и т. д.

Согласно следствию 1 теоремы 5 из (2) сходимость последователь­
ности линейных функционалов fn к функционалу / означает равно­
мерную сходимость /п(ж) к /(ж) на любом ограниченном множестве 
точек ж»

Согласно следствию 2 теоремы 5 из (2) ограниченность множества 
означает, что множество функционалов Г отображает всякое 

ограниченное множество GciE на ограниченное множество веществен­
ных чисел.

Теперь, исходя из локально-выпуклого пространства Е*, мы можем 
определить выпуклую топологию в Е**. Но пространство Е можно 
считать частью Е**. Таким образом в пространстве Е оказывается 
определенной «вторая сопряженная топология» или, кратко, сс-топо- 
логия.

В пространстве типа (В) сс-топология совпадает с исходной. В случае 
общего локально-выпуклого пространства—это не верно, но справедливы
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Іеорема 1. Топология Е слабее сс-топологии.
Теорема 2. Класс ограниченных множеств в Е совпадает с классом 

сс-ограниченных множеств.
В пространствах Е и Ё* могут быть введены, далее, слабые топо­

логии. Для определения слабой топологии пространства Е нам послужит 
приведенное семейство, составленное из множеств вида

где / пробегает все пространство Е*.
Для определения слабой топологии в пространстве Е* возьмем 

приведенное семейство 

где х пробегает пространство Е.
Обе слабые топологии выпуклы. Теорема 5 из (2) показывает что 

наша слабая топология в пространстве Е совпадает со слабой топологией 
в смысле Дж. фон-Вехаузена (3). Слабая сходимость точек и слабая 
ограниченность множеств имеют естественный смысл, даваемый след­
ствиями теоремы 5 из (2).

Применяя теорему 7 из (2), мы можем доказать
Теорему 3.~ Если Е—2-й категории, то всякое слабо ограниченное 

множество линейных функционалов ограничено.
Для метрических пространств эта теорема есть частный случай 

теоремы Мазура и Орлича (4). J
Теорема 4. Если Е—2-й категории, то его топология совпадает 

с сс-топологией.
Определение. Последовательность хп£Е называется сходящейся 

в себе, если по любой окрестности нуля U в Е можно указать индекс N 
таком, что m^n^N влечет хт — xn^U. Если в пространстве Е всякая 
сходящаяся в себе последовательность сходится к некоторому элементу 
х^Е, то пространство Е называется полным (5).

Теорема 5. Если Е-2-й категории, то пространство Е* полно 
и слабо полно.

Ге о рем а 6. Если Е 2-й категории, то всякое слабо ограниченное 
множество его точек ограничено.

2. Этот параграф параллелен предшествующему, но здесь мы моди­
фицируем определение сопряженного и второго сопряженного пространств 
и это позволит нам освободиться от гипотезы, что Е—2-й категопии’ 
присущей теоремам § 1. 1 ’

Секвенциально непрерывным называется функционал о(х) такой 
что хп—>х влечет ср (жп) —> (ж). Функционал аддитивный и секвенци­
ально-непрерывный называется секвенциально-линейным

Рассмотрим пространство Е° секвенциально-линейных функционалов 
в Е. Очевидно Е*СТЕ , и обе топологии пространства Е*, о которых 
шла речь в § 1, могут быть продолжены на все пространство Е°. Обе 
они будут выпуклыми топологиями пространства Е°. Рассматривая Е 
как часть пространства Е°°, мы можем теперь, как и в § 1, определить 
в А сс-топологию и слабую топологию. Но теперь вследствие того, что 

7 заменено на Е , обе эти топологии будут более сильными, нежели в § 1.
Ге о рем а 1а. Сходимость в пространстве Е слабее сс-сходимости.
іеорема 2а. Класс ограниченных множеств пространства Е 

совпадает с классом сс-ограниченных множеств.
Эти теоремы доказываются непосредственно.
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Ге о рема За. Если Е полно, то всякое слабо ограниченное мно- 
жество секвенциально-линейных функционалов ограничено.

Определение. Сходимость в пространстве Е называется устой­
чивой, если для всякой последовательности хп —>0 существует последо­
вательность положительных чисел ап—»со такая, что множество ах 
ограничено. п п

Это определение устойчивости эквивалентно определению Г. М. Фих­
тенгольца (6).

Теорема 4а. Если сходимость в Е устойчива, то она эквивалентна 
сс-сходимости.

Теорема 5а. Если сходимость в Е устойчива, то Е* полно 
и слабо полно.

Теорема 6а. Если сходимость в Е устойчива, то всякое слабо 
ограниченное множество его точек ограничено.

Отметим, что последняя теорема может быть полезной при решении 
вопросов, трактуемых в (7) и (8).

3. В заключение укажем некоторые примеры.
Рассмотрим пространство С F функций непрерывных в ( — со < £ < 4- оо) 

Д метрикой 

1

где
[ж[п = тах|ж(«)|, + п.

Пространство CF есть локально-выпуклое пространство типа (F). 
Общая форма линейного функционала в пространстве CF есть (9)

ь 
j x(t)dg(t), 
а

где а, Ъ—произвольные вещественные числа, g (О—ограниченной вариа­
ции в (а, Ь). г

Таким ооразом за пространство CF* можно принять пространство 
функций g (t} ограниченной вариации на всей вещественной оси, каждая 
из которых отлична от нуля лишь в конечном интервале и полунепре­
рывна слева: g^t — O) = g(t).

Сильная сходимость в пространстве CF* имеет следующий вид: 
п~~м означает’ что существует интервал [а, Ь), вне которого исчезают 

все функции gn(t), а внутри этого интервала var gn(t) —»0.
Отметим, что пространство CF*, хотя и сопряженное к метрическому, 

само не является метрическим. Это пространство локально выпуклое, 
полное, с устойчивой сходимостью, но 1-й категории.

Рассмотрим теперь любое бесконечное множество Q = {q} и пусть Е 
есть пространство функций x(q) с вещественными значениями, опреде­
ленных на Q. Топологизируем Е при помощи приведенного семейства, 
состоящего из множеств:

и= е(И?)1<1),
X

где q пробегает множество Q.
Тогда пространство Е станет локально-выпуклым пространством 

2-й категории. Ьсли множество Q неисчислимо, то сходимость в про­
странстве Е неустойчива. Стало быть, оцо не метризуемо.
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Общая форма линейного функционала в Е есть

/(ж) = ^ (?)?(?),
« EQ

где ср (у)—функция с вещественными значениями, определенная на Q 
и отличная от нуля лишь в конечном числе точек.

0 означает в пространстве Е*, что существует такой конечный 
набор точек д, вне которого исчезают все и, кроме того, 
при любом q^Q. г

Пространство Е* есть снова пространство с устойчивой сходимостью.
но не метризуемое. Оно полное и, однако, 1-й категории.
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