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МАТЕМАТИКА

П. Е. ДЮБЮК

О ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ ФРОБЕНИУСА

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 22 IX 1938)

В работе автора «Теорема, содержащая в себе теоремы Фробениуса, 
Вейснера и Туркина о числе элементов данного порядка в группе», 
предварительное сообщение о которой опубликовано в текущем году(Ч 
доказывается следующее предложение:

«Пусть т порядок элемента в классе сопряженных элементов 
группы ®. Пусть далее п— делитель порядка группы, кратный числу т. 
Число элементов группы @5, п-я степень которых принадлежит произ
вольному классу сопряженных элементов 31 и какая-нибудь степень 
которых входит в класс ЭДІ, кратно наибольшему делителю п, взаимно 
простому с т».

В настоящей работе мы доказываем следующую более общую теорему:
Пусть т— наименьшее кратное порядков элементов; принадлежащих 

инвариантному комплексу ЭД группы Пусть п —делитель порядка 
группы ®, кратный числу т. Число элементов группы, п-я степень 
которых принадлежит произвольному инвариантному комплексу 31 и 
какая-нибудь степень которых принадлежит инвариантному комплек
су кратно наибольшему делителю п, взаимно простому с т.

Если в частности в условии теоремы инвариантные комплексы 31 
и SDT принять за классы сопряженных элементов, то мы получим цити
рованное выше предложение. Тем самым приведенная теорема содержит 
как частные случаи теоремы Фробениуса (2) и Вейснера (3).

Далее доказываемая теорема содержит как частный случай теорему 
В. К. Туркина (4). Для получения последней достаточно в условии 
нашей теоремы принять, что инвариантный комплекс ЭД исчерпывает 
все элементы группы О, порядок которых равен т, и положить одно
временно инвариантный комплекс 31 равным единице.

При выводе настоящей теоремы мы используем только фундаменталь
ную теорему Фробениуса и не опираемся на теорему Л. Вейснера. 
Таким образом приводимое здесь доказательство теоремы дает также 
новый вывод теоремы Л. Вейснера.

Доказательство. При доказательстве теоремы очевидно доста
точно ограничиться случаем, когда инвариантный комплекс 31 есть 
класс сопряженных элементов группы Выведем прежде всего сле
дующее вспомогательное предложение.

Лемма. Пусть т^, т2, . . ., mh —порядки элементов в классах сопря
женных элементов (соответственно) ЭДХ, . . . , группы Пусть 
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т —наименьшее кратное чисел mt, т2, , . . , ть, а п —делитель порядка 
группы, кратный числу т. Число элементов группы, п-я степень кото
рых принадлежит произвольному классу сопряженных элементов 21, 
какая-нибудь степень которых входит в класс какая-нибудь другая 
степень входит в класс 5К2 и т. д., наконец, какая-нибудь степень ко
торых входит в класс кратно наибольшему делителю п, взаимно 
простому с т.

Нашей задачей является определение числа элементов группы, удо
влетворяющих одновременно следующим условиям:

XnC2l, (1)
Xai^v (£ = 1,2, ...,к), (2)

где числа сч могут нами быть выбраны как угодно.
Порядок некоторого элемента X, удовлетворяющего условиям (1) 

и (2), обозначим через Ьт', где Ь — наибольший делитель Ът-, взаимно 
простой с т. Применяя известную теорему, мы можем положить теперь 
Х = ХуХ', причем элементы Хг и X' перестановочны и порядки их равны 
соответственно т' и Ъ. Заметим для дальнейшего, что

Х'а’=1, (а4 = 1, 2, . . . , к)
и значит

Х?^^, (at = l, 2, к).

Теперь положим п — 1т", где I — наибольший делитель п, взаимно 
простой с т. Мы можем считать, что все а, делятся на I. В самом 
деле, если какое-нибудь из чисел а; не делится на I, то мы определим х 
из сравнения Z« = l(modm') и заменим af через <ч1х, так как

jrajlx__ yg-ajlxt v/lx___yjrajlx__ Qwti.

Условия (1) и (2) могут быть теперь заменены следующими:
X^Z, (3)
Zm2C%, (4)

(Z = l, 2, ..., к), (5)

где числа могут быть нами выбраны как угодно.
В самом деле, если какой-нибудь элемент X удовлетворяет условиям 

(1) и (2), то он будет также удовлетворять равенству (3) при дополни
тельных условиях (4) и (5).

Обратно, если X удовлетворяет равенству (3) при дополнительных 
условиях (4) и (5), то X будет также удовлетворять условиям (1) и (2).

Обозначим элементы Z, удовлетворяющие условиям (4) и (5), через

Будем определять число элементов X, удовлетворяющих одному из 
условий:

Xi = Zu X^Z2, ...,Xi = Za.

Совокупность элементов Z2, . . . , Z, представляет собой, как легко 
видеть из условий (4) и (5), инвариантный комплекс элементов группы 
Число элементов X, удовлетворяющих поставленным условиям, будет 
поэтому, на основании теоремы Фробениуса, кратно I. Лемма таким 
образом доказана.
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Воспользуемся теперь для доказательства теоремы методом эрато- 
сфенова решета, примененным в аналогичном случае В. К. Туркиным 
в цитированной выше работе (4), а также автором в работе «La genera
lisation du theordme de Turkin» (5).

Нашей задачей является теперь определение числа элементов, удо
влетворяющих условиям:

Хп С эд, (6)

(7)
где а может быть выбрано нами как угодно.

Здесь, как уже отмечалось выше, ЭД без ущерба для общности можно 
считать классом сопряженных элементов.

С другой стороны, инвариантный комплекс 9)1 мы будем считать 
состоящим из к классов сопряженных элементов 9Q^2, . . . , 
причем порядки элементов этих классов будем обозначать, как и при 
выводе леммы, через т2, . . ., тк. Нас будет интересовать следова
тельно число элементов, и-я степень которых принадлежит классу ЭД 
и какая-нибудь степень которых принадлежит по крайней мере одному 
из классов g[R2, . . . ,

Введем следующее обозначение: наибольший делитель числа п, вза
имно простой с пц, будем обозначать через и»; наибольший делитель 
числа п, взаимно простой с произведением будем обозначать
через пц = пц и так далее. Наконец наибольший делитель числа п, 
взаимно простой с произведением т^т^. . . т^, иначе говоря, с числом ?п, 
обозначим через «12 ...й. Число элементов, удовлетворяющих условию (6) 
и одному из условий

(8)

(здесь сможет быть выбрано как угодно, a і —одно из чисел 1, 2, ... , к), 
кратно на основании леммы тц.

Обозначим это число через где Ч— некоторое целое число. 
Число элементов, удовлетворяющих поставленным условиям (6) и (7), 
будет очевидно меньше, чем

ft

kj Пі,

і—1

за счет элементов, удовлетворяющих одновременно условию (6) и двум 
или более из условий (8). Число таких элементов равноft ft 

у 2 2 Пі^ 
І=1 j=l

где у.,3 —целые числа, причем рі} = рзі для іф] и рц = О, если i = j. 
Разность

k k k »

2 у 2 ПИ 
і=1 і=1 3=1

будет очевидно меньше интересующего нас числа элементов, удовлетво
ряющих условиям (6) и (7). Дело в том, что некоторые элементы учтены 
в сумме (9) два или более раз. Это именно те элементы, которые по
мимо условия (6) удовлетворяют также по крайней мере трем из 
условий (8).
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Продолжая тот же процесс далее, приходим в конце концов к вы
воду, что число элементов, удовлетворяющих условиям теоремы, выра
жается суммой:

k k k
2 ni —^2 S +■ ■ ■ ±v 
t=l i=l 3=1

где v — некоторое целое число.
Легко видеть, что всякий элемент группы, удовлетворяющий усло

виям теоремы, учитывается в сумме (10) один и только один раз. Если 
например элемент удовлетворяет условию (6) и $ из условий (8), то он 
учитывается

• ±Gs = i-(f-i)s=i
раз.

Замечаем наконец, что все члены суммы (10) делятся на наиболь
ший делитель п, взаимно простой с т.

Теорема таким образом доказана.

Институт математики. Поступило
Московский гос. университет. 27 IX 1938.
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