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МАТЕМАТИКА

В. К. ТУРКИН

О НОРМАЛЬНЫХ ДЕЛИТЕЛЯХ В ГРУППАХ НЕЧЕТНОГО 
ПОРЯДКА

(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 2 IX 1938)

В своей работе «Квазинормализаторы и мономиальные представле- 
ния»(1) автор настоящей заметки показал, каким образом методы теории 
квазинормализаторов могут быть использованы для получения крите­
риев простоты конечной группы. В этой работе автором была доказана 
следующая теорема:

«Пусть ® есть группа порядка р* п (р - нечетное простое число- 
Р\Р О взаимно просто с п). Пусть А есть элемент порядка рк группы 
Если порядок нормализатора элемента А^1 относительно группы @ не 
делится на pih, то группа ® имеет нормальный делитель, порядок 
которого делится на и.»

В работе В. К. Туркина и П. Е. Дюбюка «О строении простых 
групп» (2) дано следующее обобщение этой теоремы:

«Пусть ^ — абелева подгруппа порядка р^ некоторой группы ® по­
рядка рЫ (р— нечетное простое число; п не делится на р). Пусть А — 
элемент подгруппы ф порядка причем всякий элемент Ж сопря- 
женный с AS равен А^, где т = 1 (modp). Если порядок нормализа­
тора Ар не делится на р^+к, то группа ® имеет нормальный дели­
тель порядка, делящегося на п.»

Очевидно, что теорема, доказанная в работе (1), является частным 
случаем теоремы, доказанной в работе (2) (случаем $ = {а}).

Сформулируем еще более общую теорему:
Пусть ® есть группа порядка р^п (р — нечетное простое число, п не 

делится на р). Пусть § есть подгруппа порядка р^ группы @ и пусть St 
есть коммутант подгруппы g.

Пусть А есть элемент порядка ph подгруппы §, обладающий тем 
свойством, что всякий элемент подгруппы §, сопряженный с А7, содер­
жится в одной из смежных систем где m = i (mod рк Пусть
Ар есть наименьшая степень элемента А, содержащаяся в St.

Если произведение порядка нормализатора элемента Ар^1 на число 
элементов подгруппы сопряженных с АРк~\ не делится на р$+г, то 
группа ® имеет нормальный делитель, порядок которого делится на п.

Теорема, доказанная в работе (х), является очевидно частным слу­
чаем этой последней теоремы (случаем, когда подгруппа § —абелева).
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Доказательство рассматриваемой нами теоремы может быть прове­
дено тем же методом, что и доказательство вышеприведенных теорем, 
но с некоторыми усложнениями. \

Пусть 31 есть некоторая подгруппа группы & и пусть S3 есть пере­
сечение этой подгруппы с подгруппой

Пусть
3l = 33 + 33 Z2 + 33Z3+--- + 33Za.

Пусть далее
О ® + § G2 + ® G3 + •.■ + § Gt.

Мы можем очевидно предположить, что каждый из элементов Zt равен 
одному из элементов Gj.

Пусть
ZtA^HiG,.,

где Hi — элемент подгруппы §. Мы введем обозначение
Я1Я2Я3...Яа = П(31,Л).

Символ II (21, Л), введенный в настоящей работе, является очевидно 
обобщением символа 11(31, Л), введенного в работе (х).

Индекс относительно 31 подгруппы 33 (пересечения 31 и §) мы будем 
обозначать через v (31).

Если в качестве 31 мы возьмем какой-либо квазинормализатор 
91^ ’ Т0

П(^’с Л) = ЯЛ\
где К — элемент коммутанта й (показатель степени $ в этой формуле 
очевидно определен с точностью до слагаемого, делящегося на г). Мы
будем обозначать число s через и (91ap’)-

Относительно введенных нами символов можно доказать следующие 
леммы:

I- V (О (^>0 = V ).

II. Если И X <0-!, ТО

“ = О Ю (91^ )’ ГДе ° — ? (m°d Р^'

Величина X, имеет здесь тоже значение, как и в работе^): это есть 
наибольшее значение числа X, для которого

•
Если Xj==A—i, то в формулировке леммы I полагаем, что 9Іар^~ 

= 9£дрг+1 • Лемма II справедлива и при і = 0; условие X < Х{_х в этом 
случае теряет смысл и должно быть отброшено.

Рассмотрим, как и в работе (г), последовательность квазинормализа­
торов

А • • •, 9Й0)
91 АР, ЛЛ ..., % АР

& > - о зг(Л2)
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Мы получаем, что если v = ///, где t не делится на р, то
® (ЖдР^ — з, где s = 0(mod/>5)Ф 0 (mod^5+1).

Построим мономиальное представление группы @5 с помощью под­
группы § и ее коммутанта Определитель матрицы, соответствующей 

в этом представлении элементу А, есть элемент дополнительной группы , 
(1) & 

с<о(Фсоответ ствующий смежной системе Я А АР ’ где с — число элементов
. k-1 гчподгруппы §, сопряженных с элементом Ар . Этот определитель может

быть равен единице только в том случае, если число с со (5К ) делится 

на рг. Но в этом последнем случае произведение порядка нормализа- 
тора^элемента Арк~1 на число элементов подгруппы §, сопряженных 
е Ар -1, делится на р?+г. В противном случае группа $ имеет нормаль­
ный делитель, порядок которого делится на п. Таким образом наша 
теорема доказана.
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23 IX 1938.
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