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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

И. В. ЗВОЛИНСКИЙ и И. М. РИЗ

КРУЧЕНИЕ РАСТЯНУТОГО ПРИЗМАТИЧЕСКОГО БРУСА

(Представлено академиком С. А. Чаплыгиным 9 V 1938)
Оставаясь в рамках линейной теории упругости, в которой прене

брегают квадратами и произведениями производных от перемещений, 
приходится рассматривать деформацию закручивания призмы независимо 
от ее растяжения. Напряженное состояние при одновременном действии 
обеих нагрузок получается наложением двух систем напряжений. Этот 
результат противоречит экспериментальным наблюдениям, и в настоя
щей статье мы ставим своей задачей найти влияние, которое оказывает 
наличие растягивающих (сжимающих) усилий на жесткость кручения 
призмы. Для достижения этой цели мы должны отказаться от линейной 
теории упругости.

Пусть а, Ъ и с—координаты некоторой материальной точки тела 
в прямоугольной системе координат до деформации; х, у, z—координаты 
в той же системе после деформации. Пусть заданы перемещения и, v 
и w, которые можно рассматривать либо как функции первоначальных 
координат а, Ь, с, либо как функции окончательных координат х, у, z.

Введем в рассмотрение компоненты деформации, определяемые фор
мулами следующего вида)1):
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Величины гц связаны с удлинениями ец зависимостью
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Во втором приближении

вц =
Чтобы определить напряжения, необходимо дать какой-то закон, свя
зывающий удлинения и напряжения. Можно считать экспериментально 
установленным, что для перемещений конечных, но не превышающих 
некоторой малой величины (предела пропорциональности), главные напря
жения связаны с главными удлинениями в; следующей зависимостью:
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Отсюда может быть вычислена удельная работа деформации

(5)

Пользуясь формулой (3) и вводя инварианты тензора деформации:
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напишем удельную работу деформации в следующем виде 
Ф = G 1— 2 v ~ 2 G h + Их 4" ™ 1^2 + п13.

При сделанных нами предположениях о законе Гука 

г=3<та; и=_зс^; B=9G.

Формулы Мурнагана (2) позволяют определить 
стны коэффициенты в выражении энергии. напряжения, если изве-

°^->Л4ЧЗ/ + т-л)^+/п72 + {2С_(т + 2к + ^
Д- » Р Г.2 , 1 / , . „л

^G sxx ажу у &yy гху ф-

Эху + 2п ~~ 
V^Xt!

±s s 12 -xz-yz ■

°'XXXTZ11 "’“Р”»"»"» определяются аналогично.

U- zbc — ^a-, v = -cac — ^b-, b) + ac. (8)

прниы “L””?™. ” Ц“,рв ™"0M “ оснований
1 ’ кРУтка, a—некоторая постоянная величина

из уравнении вида:

= ди да ,ди дЪ ди дс _ди / 
дх да дх^ дЬ дх^ дсдх~д^,\}-~ __ ди dv ди dw 

дх) дЬ дх дс дх ‘ (9>

Определяем ; — и Пр. в функциях от производных ~ ; — и пр.

мацйі/^чрп^ ^°₽МуЛЫ ПОЛУЧИМ выражения компонентов дефор- 
Выклапі? K00Pfl™a™ недеформированного состояния. ’ ₽ 

члены тре^мг^^опя^ка010^ * ДЭЛЬНейшем проводим, отбрасывая все 
содержащие квадрата т* МаЛ°СТИ’ а также члены втоРОго порядка,.

Деформация кручения считается малой в классическом смысле.
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Получаем:
^ХХ --  ^5 &уу — — VOC^ &zz — $5 ^ху --- О '
Sxz — ^ {?a(l — 2a + va) — b (1 — a+ 2 va)} }, (10)
$уг = т {©^(1 — 2a4-va)4-a(l— a4-2va)} J

откуда по формуле (7)
^хх = = &xy = 0, ^zz — 2 Ga(l-lv),

^xz = G t ^1 a + 5 av^) ^'a (1 — 2 a + av)—b (1 —a4~2av) J i 

Syz—Gt -f- — a 4~'5 aiQ {(1 — 2 a 4- av) 4- a (1 — a 4- 2 av) ]

Легко видеть, что условия равновесия в отсутствие массовых сил вы
полняются, если

^~xz 1 двдя_ „
дх ' ду ’ 

что сводится к условию
О2» Г д2® „
даз + дб2^®’ CW

Условия отсутствия напряжений в боковой поверхности 
к требованию

Of db ду da d / a2 4- b2 \^ds-dbTs^^-^—^TA^— )

приводят

(13)

на контуре, ограничивающем сечение.
Отсюда видно, что функция © отличается от функции © для чистого 

кручения множителем [1 — a — av].
Крутящий момент определяем по формуле:

7И ~ j j { ^^yz y^xz } dxdy —

= {(а + и) °vz — + dadb,
J J I lr=const

^X2dxdy~ ^y2dxdy — Q^

(14)

так как начало координат лежит в центре тяжести сечения.
Проводя выкладки согласно формулам (11) и (13), находим:

м=ст041+іг^[4_Л+,]}, (15)
где То—геометрическая жесткость на кручение нерастянутого стержня, 
Jp—полярный момент относительно оси кручения, а р = 2 G(14-v)a— 
напряжение от растягивающих сил. Отсюда получаем основной результат: 

геометрическая жесткость на кручение растянутого (сжатого) стержня 
определяется формулой

r=M1+WWn~4+'']b да
Центральный аэрогидродинамический Поступило

институт. 10 у 19з8
Москва.
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