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(Представлено академиком И. М. Виноградовым 15 V 1938)

Нами было доказано (х), что всякий сингулярный оператор вида

TW = a(M)W(M)+ (!)
Ё

где Е — m-мерное евклидово пространство—можно представить в виде 
ряда, расположенного по степеням некоторый сингулярных операторов

U2,... Um^2,Um-r. Эти операторы имеют символы, равные соответ­
ственно e2i\ е2г0а, ... е^т-^ (х), и являются коммутативными и уни­
тарными в пространстве L^.

+со
... Un^. (2)

— СО

Заменив в (2) их символами, получим символ оператора Т.
Лемма. Норма оператора Т не превосходит максимума модуля его 

символа.
Определим самосопряженные операторы Av с помощью

равенства:
Нк = е2^Ак. (3)

Пусть
СО

(^; А, А, - (4)
о

Обозначим через Ek (kh) разложение единицы, отвечающее опера­
тору А^. Тогда, как известно,

^(т— 1)
A^A^...A^W= J W^\..^dE0W, (5)

О 
где

dE0 — dE^ (kx) dE2 (k2)... dEm~i (Xm-i).
В равенстве (5) соответствующая интегральная сумма сильно сходится 
к левой части равенства.* Мы сохраняем обозначения заметки (*).
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Умножая (5) на соответствующие коэффициенты и суммируя, найдем:

TW= J F^M-,^,^ ...\m^)dE0W. (6)
о

Отметим, что совокупность значений F совпадает с совокупностью 
значений символа оператора Т.

Из (6) следует

II TW\\* = J (FdE0W,TW), 
О

откуда
||71Hz||<max|J’| • ||Ж||- (7)

Теорема. Если символ оператора Т не принимает значения нуль, 
сингулярное интегральное уравнение .

TW = f{M) (8)

эквивалентно некоторому уравнению Фредгольма. В уравнении (8) ИМ)
есть сумма известной функции из Ь2 и вполне непрерывного в L„ 
оператора.

Эта теорема была нами доказана для т = 2^). Наше доказатель­
ство остается верным при произвольном т, если разложение (2) содер­
жит степени только одного оператора. Допустим теперь, что наша 
теорема верна, когда разложение (2) содержит степени т — 2 операто­
ров, и докажем, что она верна и тогда, когда это разложение содержит 
степени т — 1 оператора. Разложим Т по степеням Гр

4-00

T = ^?n(M-U2,...Um^Ul (9)

Обозначим
+п

(10)
—п 

и ПОЛОЖИМ

Т — Тп-\-Вп. (рр)
Возьмем п настолько большим, чтобы символ Тп не обращался 

в нуль, уравнение (8) запишем в виде:
TnW^f-R^W-f^ (12)

Будем пока рассматривать величину /15 как известную. Разложим Т„ 
на множители:

2п
тп=и:пП[?.к {М- и2,... и2,... Um^]. (13)

Равенство (13) верно с точностью до некоторого вполне непрерыв­
ного оператора. Уравнение (12) запишем в виде:

2П
П(н u1-^w=u^f2=f3.
Й=1

/2 отличается от Д на вполне непрерывный оператор. 
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Положим
271-1

k=l
(14)

тогда
№nUiVi— V2nP1 = /3. (15)

Ни один из символов множителей произведения (13) не принимает 
значения нуль. Сохраняем для символов те же обозначения, что и для 
их операторов. Необходимо постоянно, чтобы либо | pSn] > | v2n |, либо 
| v2n | > | р2и | •

Пусть, например, | v2n| > | p2n | • Тогда символ v2„ не принимает зна­
чения нуль. Положим

v2nF1 = 70. (16)

Рассматривая (16), как уравнение с неизвестной находим, что его 
можно свести к эквивалентному ему уравнению Фредгольма:

где t и t' — вполне непрерывные операторы. Подставив это в (15), 
получим:

10 — Ргп F1 v2n 1 о — А — — /з — Han 1 (^11 1 о)- (1^)

Норма второго члена в левой части меньше единицы, и уравнение (17) 
можно решить последовательными приближениями. При этом мы рас­
сматриваем правую часть как известную. Решив (17), заменим Ио по 
формуле (16) и по формуле (14). Мы приходим таким образом 
к уравнению:

2П—1

Й = 1
Полагаем

2п—2
П(н u1—vh)w=v2
й=і

л т. д. В конечном счете мы получим уравнение:
W + RnTn1W = Ф, (18)

где Ф есть сумма известной функции и вполне непрерывного оператора. 
При достаточно большом п имеем: 1 2

II Tn1 II < max qq- < max -^q ,

а II Bn II сколь угодно мала. Но тогда норму произведения Bn/V можно 
при п достаточно большом сделать меньше единицы. Теперь уравнение 
(18) решается последовательными приближениями, и это приводит нас 
к уравнению Фредгольма, эквивалентному уравнению (8).

Для систем сингулярных уравнений имеет место аналогичная 
теорема.

* v2» здесь означает сингулярный оператор, символ которого равен—. В этом же смысле следует понимать обозначение Т^1 в формуле (18) и ниже.
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Если символический определитель системы не принимает значения 
нуль и число измерений пространства т^2, то система сингулярных 
интегральных уравнений эквивалентна некоторой фредгольмовой системе.
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