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1 . В этой заметке мы даем решение задачи о кручении непризма
тического тела, которое позволяет провести эффективным образом необ
ходимые вычисления. Возможность такого решения приобретается ко
нечно, ценой некоторых ограничений: мы предполагаем, что исследуемое 
нами тело мало отличается от призматического. С точки зрения прак
тики такое ограничение вполне естественно; оно выполняется, например, 
для лопасти воздушного винта. Ниже будут сформулированы более 
точно те предположения, которые мы сделаем, чтобы реализовать это 
ограничение.

2 .^ Мы рассматриваем тело S, ограниченное в прямоугольной декар^ 
товой системе координат поверхностью

kz), y[(i — kz)]=O (1)
и двумя плоскостями, перпендикулярными к оси oz. В уравнении (1) 
через к обозначен параметр, квадратами и более высокими степенями 
которого мы будем пренебрегать. Предполагается, кроме того, что для 
всего рассматриваемого нами тела

1 — kz > 0.
Полагая

^ = ж(1— kz),
■q^yll — kz), (2)
Z = z,

можем свести решение задачи для тела S к решению задачи для приз
матического тела, боковая поверхность которого определяется урав
нением г

/(И) = 0. (3)
Мы будем решать задачу кручения для тела S; в связи с этим нам 
надо установить смысл термина кручение в применении к дефор
мации этого тела.

Кручением призматического тела называют, как известно, такую 
его деформацию, которая соответствует напряженному состоянию ха
рактеризуемому равенствами

Xx^Yy=Z2 = Xv = Q
Л*
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іі отсутствием как объемных сил, так и напряжений на боковой по
верхности. Касательные напряжения Х2 и Y2 дают при этом момент 
относительно оси стержня и предполагаются распределенными по осно
ваниям так же, как и в каждом сечении.

Имея в виду рассмотреть кручение непризматического тела, мы 
условимся понимать под его кручением такую деформацию, которая 
при к=0 превращается в кручение соответствующего призматического 
тела. Напряжения на поверхности будут предполагаться отсутствую
щими, напряжения же по основаниям такими, какими они получатся 
из решения задачи. Можно показать, что для той задачи, которую 
мы рассматриваем, существует лишь одно такое решение.

3. Преобразуя обычные уравнения теории упругости, написанные 
в перемещениях, при помощи замены переменных (2) мы получаем 
с точностью до Л2:

(). + 1л)|® + рдк = Ц(х- 
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Здесь через U, V и W обозначены перемещения u, v и w в координа
тах Ё, 7) и С. В качестве граничных условий мы получим на поверх
ности (3):

/ди , at/ . dV 0\ , Г. /гди . rdVXBcos а+[Л (^ + ^со8а+^со8^ = Л ^kcosa +

dU . г dU Q . ^2,„COSa+^-7)-coS^ +

dU , dU „ , - dV n i ? dW .4- cos a + 7) cos cos p + cos a +

, dW4-7) cos1 ‘
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Можно показать, что системе 
(5) удовлетворяют с точностью до

уравнений (4) и граничных условий 
к2 такие функции U, V и W:

U = - + kz {Ф; - 4 + h^) ] } ;

V = z£ + kz + + ^ + М?)]} ;

РИ = тФ — 2/стСФ.

В этих формулах через Ф = Ф(£, tj) обозначена функция кручения для 
контура (3), а функции ЙДт;) и h2(z) подобраны так, что

В
Д [ + К (7)) ] + [ $ ФЙ7) + h2 (5) ] = 0;

ЭТО ВОЗМОЖНО В силу СВОЙСТВ функции ф(;, 7]).
Переходя к координатам ж, у, z, мы получаем следующие точные 

до к2 выражения для перемещений при кручении тела 5:

и = — zyz (1 — 2 kz) — -*г к-у (ж2 + у2) + /ст {жФ (ж, у) —

— (1 — 2а) £ Ф (ж, у) dx + (у) ] } ;

v = тжг (1 — 2 kz) + 4 kzx (ж2 + у2) + kz {уф (ж, у) —

— (1 —2з) [ ^Ф(ж, y)dy+ М'Г)] } ;

ст = тФ (ж, у) (1 — 2 kz) — kzz Qx д^ + У • 
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Вычисляя напряжения, соответствующие этим перемещениям, и подсчи
тывая момент касательных напряжений Хг и Y2 относительно оси oz, 
можно показать, что момент этот не зависит от z, так что рассматри
ваемая нами деформация действительно может рассматриваться как 
кручение.

4. Полагая
/(с, 7]) = ^+^2_а25

мы получаем с точностью до к2 известное (х) точное решение задачи 
о кручении конуса.

Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило
Академия Наук СССР. 25 V 1938.
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