
Доклады Академии Наук СССР
1938. Том XIX, № 9

МАТЕМАТИКА
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НОВЫЙ ТИП ДИОФАНТОВЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым 21 IV 1938)

Пусть а-\-Ы — данное комплексное число, причем а > 1, Ъ 0. 
Рассмотрим вопрос о приближении комплексных чисел + Акр суммой 
вида г

(1)
Л=1

где xt, ...,хг суть целые числа. Другими словами, мы рассматриваем 
одновременное приближение действительной части суммы (1) к и 
мнимой части той же суммы к N2.

Решение этой проблемы основывается на оценке тригонометрических 
сумм вида

V ехр(2тсг/(ж)), (2)
А<х<В

где f(x)— действительная функция, удовлетворяющая определенным 
условиям. Для нашей цели мы пользуемся следующей леммой, отно­
сящейся к оценке таких сумм.

Лемма. Пусть к — целое число^З; U — B— А > 0; р— посто­
янное > 1. Пусть, далее, f(x)— действительная функция, имеющая 
в интервале А^х^В к производных /' (х), /" (ж),..., (х). Если(х)
в указанном интервале А^х^В знакопостоянна и

7-1 <|/<ч (ж)|<рР-\
где V положительно и не зависит от х, то мы можем выбрать рй > 0, 
зависящее только от к так, что

1
2 ехр(2тсі/(ж)) < eV pfe(Z7 4-P2),

А<х<В
где с — положительная постоянная.

Существующая теория тригонометрических сумм (2) дает нам возмож­
ность действительно выбрать р^, удовлетворяющее условиям этой леммы. 
Так, пользуясь хорошо известной теоремой van der Corput’a (!), мы 
можем положить

Pk = 2~h, (3)
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и применением нового метода И. М. Виноградова для оценки вейлев­
ских сумм (2) van der Gorput заменил свою теорему более точной, которая 
дает нам возможность положить даже

Pfe = (4/c3log к)-1 (4)
для к 5= 16. Имея однако в виду возможные в дальнейшем улучшения 
оценки сумм (2), мы применяем формулированную выше лемму без 
выбора определенного значения для р^.

Главный результат, полученный нами при решении проблемы, упо­
мянутой в начале настоящей заметки, может быть формулирован сле­
дующим образом.

Теорема. Пусть а + Ы— данное комплексное число, причем а>1 
и &=#0; п=[а] + 2; г —целое число г0, где

гза"! , , , f8, если а < 2,Го=Ш+Й’ V:если а^2,

а рп удовлетворяет условиям леммы и кроме того рп — для п^ 3. 
Пусть, далее, N = N1JrN2i— любое комплексное число, модуль которого 

превосходит некоторое постоянное с0; X = | N | °; Дх = X г»; In означавт 
число представлений N в форме

N1 + N2i = h1 + h2i + ^ixa+bi, (5)
Л=1

где целые хх удовлетворяют условиям
О <Хх<Х

и h,, h, удовлетворяют условиям
1 -Д^Л^Д^ ~^h2^^.

Тогда мы имеем асимптотическую формулу
2а

lN = LXr-^^-YO{X-^,

где L превосходит положительное число, зависящее только от а, Ь, г-, 
у = (2г0)-1) если а<2, или у — (аг0)-1, если а^2.

Если мы воспользуемся значениями р^ (3) и (4), то для г0 мы полу­
чим следующие значения:

г0=[24а]+8, 
г0= [За • 2"] + 1, 
г0= [12ап3 log и] + 1,

если 1 < а < 2, 
если 2 < а < 14, 
если а > 14.

Таким образом каждое комплексное число Nt + N2i может быть 
аппроксимировано суммой (1), если г 5= г0 = г0 (а); при этом погрешность 
стремится к нулю по мере неограниченного возрастания модуля числа

+ г АИзложим вкратце основные пункты доказательства. Строим функ­
цию ср (у±, у2) двух действительных переменных у1 и у2, принимающую 
значения

?(УіЛ2) = 1, если I УіІ < д V
О < ср^, 1, если Д — so < | у^ | < д + А 

или Д — s8 ' -' | у21 Д + sB, 
ф(УіЛ2) = 0, еоли Ш>Д + 58’ 

I у21 < Д —sB, 
|у2|< Дф-sB, 
І^І^Д + sB; 
І^І^Д + sB,
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где д —A^sB, В — о(Д), s —целое число, зависящее только от а, Ь, г. 
С помощью этой функции мы находим

IN + R=E \ ^TSr exp ( — 2rdzJ\\) exp (6)

0 0
где

, » Lo ос О zr Sin sin (2n^z2) sin8 (2те0гг) sin8 (2n6zs)
E = 2-2s+2K-2s-2^ T = —-------------------- 52S Z^Z^1 '

S= exp ^vix^cos (blog z) + z2sin(6 log ж))),
l<x<X

а В соответствует представлениям числа N в форме (5), когда h1 и h2 
удовлетворяют условиям

Д — «8 Д + «5, ІДзІ^Д + ^,
Д — «В -А | h21 < Д + «8, I I < Д + «8.

Применяя лемму, формулированную выше, а также некоторые другие 
хорошо известные леммы, мы находим, что порядок разности правой 
части (6) и

%—a+sx х~a+£i
UN — E TSr exp{—2mz(N^exp{—2v.iz2N^dz1dz2,

о о
при определенном значении £х > 0 не превосходит

„ 2а „г-2а------- у X г° '•

Так как функция и ее производные в показателе отдельных членов S 
знакопеременны в интервале 1<ж<Х, то мы применяем специальное 
деление суммы 5 на частичные суммы. Аналогичную оценку мы нахо­
дим для В и следовательно

„ 2а
IN-HN = O(Xr-2a~E-\ (7)

Для вычисления Hn мы вводим систему комплексных чисел М = 
— Мг + М2і, определяемых следующим образом

^/,=^±2^, 7И2 = A2±2vД1(^л, v = 0, 1,2, ...), 
Ах — Х^ < Мх < Aj. + Ха^_____

N2 — M2^N2+y Х« — (N± — M x)2,
Где У| — некоторое положительное число < —. Мы доказываем, что для 

каждого такого числа имеем
« 2а„Г —2а---- У;IM-HN = O(X '° ?).

Для числа чисел М мы имеем

и суммированием предыдущего равенства находим
2а

?*—2а-~—’—У2/m-QAn = 0(QX г‘ Т). (8)
м
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Но ^1М есть число целых точек в области (4): 
м

Л=1

— 2^2 < сг < 2/2,

0<х,<Х.
Поэтому мы имеем

^1м= cfav+'OC£’'~1logrX).
М (А)

Далее полагаем 

и определяем число I, зависящее от N, а, Ь, г, с помощью следующего 
равенства

ф + 2& log I log г = -^- + 2Лтс.
Мы всегда очевидно можем выбрать I в промежутке

После некоторых преобразований мы получаем
^ilM=C~y\..Adt1...dtr + O(Xr-nog^X), 
м

где кратный интеграл берется по области

la (1 — Х)< sin (ф + Ъ log < la (1 + X),
Л=1

cos (ф + b log (ІЦ)) < laX,
2=1

0 < I* < I, 
причем

^т  ̂+ с^Х-*), Уу<т<і.

Отсюда находим без труда

^Ім = Dm4Za~r Xr~2^ + О (Xr-1 log rX), (9)
M

где D превосходит некоторое положительное число, зависящее только 
от а, & и г. Из (7), (8) и (9) мы получаем

_?а_
IN — L£Xr-2a = O(Xr а т), 

где .
L = — Dm42a~r. те
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Но ^Ім есть число целых точек в области (Л): 
м

Я=1

0<жя<Х.
Поэтому мы имеем

^1М = ... ^dxr ... dXr + O (Xr~1logrX). 
М (А)

Далее полагаем 

и определяем число I, зависящее от N, а, Ь, г, с помощью следующего 
равенства

ф + 2& log I---- log г = ^--\-2кп.
Мы всегда очевидно можем выбрать I в промежутке

KZ^eW.
После некоторых преобразований мы получаем

а+щхг-чо^х),
м

где кратный интеграл берется по области

la (1 — X) < 2* “ sin (Ф + & 1° g (ггД) < la (1 + X),
Я=1

—1аХ < 2глcos (Ф + ъ log (^л)) < ^Х,
Л=1

0< Ц <1, 
причем

Х = т(Х-’і + с1Д1Х-“),

Отсюда находим без труда

^1М = Dm42a~r Хг-^ + О (Xr-! log ГХ), 
м

где D превосходит некоторое положительное число, зависящее только 
от а, Ъ и г. Из (7), (8) и (9) мы получаем

„ 2а
In — 1А[ХГ-2“ = (ЦХГ а Го т)5 

где .
L = — Dm4Za~T. т
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