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1. Проблемой моментов Stieltjes j1) назвал следующую задачу:
Дана последовательность положительных чисел {(Д}, надо найти 

не убывающую функцию ср (ж) такую, что

Ск—^хЫуіх), k = 0, 1, 2 ... (I)
о

Произвольная последовательность чисел {С^} позволяет в поле 
полиномов определить дистрибутивный функционал М следующим 
образом:

М{ а0 + а^х + ... 4- akxk } = аосо + а1с1 + ... ф- akch.

Введем следующие обозначения:

символом

Й=0

обозначим многочлен С. Н. Бернштейна, вычисленный в (0,/г) от функ­
ции f(x).

Нетрудно видеть, что для произвольного полинома Р (х) имеем

М{Вп[Р(х), hn]}-^M{P(x)}, если —>0.

Это следует из формулы

м{вп [х», й.]} = (1—

где аь,Р — положительные числа, не зависящие от п.
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Заметим, что
п

М{ Вп [ 1,Лп]} = с0 = 2(пк ck.

2. Определение 1. Последовательность чисел {Ck} назовем абсо­
лютно монотонной в интервале (0,/г), если все числа ДрСь^О.

h

Определение 2. Последовательность чисел назовем почти 
абсолютно монотонной, если она допускает построение таблицы с двой­
ным входом {Сй,п}, обладающей следующими свойствами: 1) п-я строка 
абсолютно монотонна в интервале (О, Ап), 2) Ck, п—*Ck,  3) —>0, если 
п —> оо.

Теорема 1. Числа {£&} будут моментами неубывающей функции 
тогда и только тогда, если они образуют почти абсолютно монотон­
ную последовательность.

Предположим, что существует неубывающая ср (г), моменты которой 
равны {Сь}. Берем возрастающую последовательность чисел hn таких, 
что hn —> оо и — —-»0, и строим последовательность функций фп(я:)=(₽(«), 
O^xs^hnu qn(x) = q(hn), x^hn- Последовательность функций срп(ж) 
позволит определить таблицу обладающую свойствами 1), 2)иЗ).
Действительно, фп(сс)—>q(x), следовательно:

ОО

2) Ск,п= >Ck]
0 

с другой стороны,
hn

Переходим к доказательству достаточности. Предположим, 4To{cfe| 
аппроксимируется таблицей {Ck,п}, удовлетворяющей условиям 1)—3). 
Каждая строка таблицы определяет функционал Мп. С помощью функ- 
ции 0, если и функционала Мп строим следующую после­
довательность функций:

h']}= 2 (Л^n-kCk,n. 
khn /hn *■ ~ п J

Функции фп(£) не убывают, и их совокупность равномерно ограни­
чена, так как срп(о°)=: Со, п и последовательность чисел Со, п сходится.

На основании теоремы Helly (2) из семейства <pn(S) можно выделить 
последовательность, сходящуюся в основном * к неубывающей ср (£).

Но
ОО

$(£) = Мп{Вп [х?, hn]} = (1 -1)...(1 -) Ср,п + 

* Последовательность функций сходится в «основном», если она сходится на 
всюду плотном множестве точек.
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следовательно для сходящейся последовательности фп(Е)
СО

(Е) —> хЫ^ (х) = Ср, 
о

что и требовалось доказать.
3. Hausdorff (3) показал, что если {Сь} абсолютно монотонна в (0, h), 

то существует единственная не убывающая ф (х), удовлетворяющая 
условиям:

h

4) ф (0) = 0; ф (г) = у [ф (х — 0) + ф (х + 0)]; Ck = j xkd ф (ж).
О

Теорема Hausdorff’a позволяет каждой строке {Ск,п}, удовлетворяю­
щей условию 1), поставить в соответствие функцию фп(ж), удовлетво­
ряющую условиям 4).

Определение 3. Почти абсолютно монотонную последователь’ 
ностъ {Сй} назовем определенной, если последовательность фп(х), опре­
деляемая строками каждой аппроксимирующей таблицы, сходится 
в основном.

Теорема 2. Для того чтобы проблема моментов была определен­
ной, необходимо и достаточно, чтобы последовательность была 
определенной.

Если каждой аппроксимирующей таблице, удовлетворяющей усло­
виям 1)—3), отвечает сходящаяся в основном последовательность фп(ж), 
то предельные функции, определяемые различными таблицами, равны 
между собой в точках непрерывности. В противном случае будет суще­
ствовать таблица, которая определит расходящуюся последовательность 
фп(ж). Основываясь на этом, нетрудно показать достаточность условий 
теоремы 2. Необходимость же следует из того, что если условия 
теоремы 2 не выполнены, то последовательность фп(ж) содержит по 
крайней мере две последовательности, сходящиеся в основном к различ­
ным пределам, и проблема моментов будет иметь не менее двух 
не эквивалентных решений.

Поступило
7 IV 1938.
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