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МАТЕМАТИКА

И. и. НАТАНСОН

НЕКОТОРЫЕ НЕЛОКАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ О СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛАХ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 25 III 1938)

1. Теорема I. Если ядро сингулярного интеграла
ь 

fn(x)=^f(t№n(t,x)dt (1)
а

удовлетворяет условиям:
? к

a) lim \ Фп(i, х) dt = 1 (а<ж<$),
П->ОО Jа

Ь
Ь) | Фи (С ж) I dt < К,

а
Ъ

с) | Фп (t, х) | dx < К,
а

то, каково бы ни было р^1, для любой / (х\ класса (Lp) будет
ь

lim 1 |/п(^) — f(x) |р dx = Q. (2)
П->ОО Jа

Доказательство. Условия а) и Ь) гарантируют, что равенство (2) 
выполняется для любой ступенчатой функции f(x).

В самом деле, в силу условия а), для ступенчатой функции будет
lim fn(x) = f(x) (3)

n-tco

в каждой точке х, лежащей внутри промежутка постоянства функт, 
ции. С другой стороны, в силу условия Ь) подинтегральное выражение 
в (2) для ступенчатой функции /(х) оказывается огр аниченным 
равномерно относительно п; поэтому можно применить классическую 
теорему Лебега о предельном переходе под знаком интеграла.
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В работе В. Орлича (4) было доказано, что если равенство (2) имеет 
место для каждой функции /(ж) из некоторого класса (А), везде плот­
ного в (Lp), и если выполнены условия Ь) и с), то равенство (2) спра­
ведливо для всех вообще функций из (£р). В нашем случае роль класса (А) 
может играть класс ступенчатых функций.

Замечание. Легко видеть, что теорема остается справедливой, 
если вместо условия а) потребовать, чтобы интеграл

3
$ Ф„ (i, ж) dt 
а.

в промежутке ж С [3 по мере приближался к единице.
2. Теорема II. Пусть существует функция'Уп^х'), возрастающая 

{как функция от t) в промежутке a С, t < ж и убывающая в проме­
жутке х < t < Ъ, такая, .что

1) |Фп(г, ж)| ^'Кп(«,ж),
• ь

2) xFn{t,x) dt < К.
а

Пусть кроме того выполняется условие а) теоремы I. В таком 
случае fn{x) почти везде стремится к / (ж) и если кроме того / (ж) 
принадлежит !{LV), где р > 1, то

^где 0(ж) принадлежит {Lp). В частности выполняется равенство (2).
Доказательство. Как доказано Д. К. Фаддеевым (2), из условий 

теоремы следует, что почти везде выполняется равенство (3).
С другой стороны, мной (3) была установлена оценка 

\fn{x)\<^KM{x), 
где

г 1 р дМ (ж) = тах т—— \ \f{t}\dt .L Р а J Jа
Наконец Гарди и Литтльвуд (4) доказали, что всякий раз как /(ж) 

принадлежит (Lp) при р>1, функция М (ж) также принадлежит этому 
классу функций, так что за 0 (ж) можно принять 4АЛ/(ж).

Замечание 1. Для случая р — 1 теорема неверна, ибо из сумми­
руемости функции /(ж) не вытекает суммируемости М (ж). Однако 
если /(ж) такова, что интеграл

6 

а

конечен, то (как доказано в той же работе Гарди и Литтльвуда) М (ж) 
суммируема и следовательно

ъ
lira f |/п(ж) —/(ж)|йж = 0.

а
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Замечание 2. Обе доказанные теоремы приложимы к следующим
сингулярным интегралам: 

_ ь
1) Вейерштрасса: Wn (я) = { f (t) е^п dt;

2) Фейера:

3) Пуассона:

а

—ТС

sin п —-—
t — X sin —

П J _  j»2
Рг (#) 2m j f 1 — 2rcos (t — ж) + r2 dt‘,

dt;

Sn (ж) + Sn (x + „-77;')
4) С. И. Бернштейна: Bn (ж) =------------  

где 5п(ж) есть сумма первых п членов ряда Фурье функции / (ж);
__ 1

5) Ландау: Ln(x)=y f (1)[1 — (1 — х}2]п df,
о
гс

6) Валле-Пуссена: Vn (х)'= /(f)cos2w< 2 xdt;
—ТС k 4“1

7) Л. В. Канторовича: Кп (ж) = (ft 4- 1) СпХп (1 — x)n~k f (t) dl',
к=О к

п+1 x+h
8) В. А. Стеклова: Sh(x)—~

x—h

Наконец теорема I в той ее обобщенной форме, которая указана 
в замечании, относится к полным ортогональным нормальным систе­
мам, подчиненным условию Гаара:

Ь п
$ | 2 ^к(х)шк (t) I dt < К.
a k—1

3. Если ядро ФП(СХ) ПРИ фиксированном я есть непрерывная функ­
ция, то (очевидно линейная) операция

Un{f)=fn\x\

вполне непрерывна, т. е. преобразует всякое ограниченное 
в пространстве ДР) множество в компактное множество этого про­
странства [ибо множество fn (ж) (п = const) компактно в пространстве (С)].

Отсюда на основании одной теоремы С. Мазура (5) вытекает
Теорема III. Пусть интеграл (1) с непрерывным ядром ФП(СЖ) 

удовлетворяет условиям одной из теорем I или П. Для того чтобы 
ограниченное множество (А), лежащее в (Lp), было компактным, необхо­
димо и достаточно, чтобы предельный переход (2) происходил равно­
мерно на множестве (4).

При этом теорема I дает условия компактности для р 2= 1, а теорема II 
лишь для р > 1.
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Теорема III применима к интегралам Wn(x), Fn(x), Рг(х), Вп\х), 
Ln(x),Vn(x). К интегралам Кп(х) и Sh(x) она непосредственно не при­
ложима, ибо ядра их разрывны. Однако легко показать, что ограни­
ченное множество из (L?) интегралом Кп\х) преобразуется в множество, 
компактное даже относительно равномерной сходимости, поэтому и этот 
интеграл пригоден для критерия компактности. Наконец при р > 1 
множество {№)} также компактно в пространстве (С), откуда следует 
теорема А. Н. Колмогорова (6), дающая первый по времени критерий 
компактности в пространстве (L^). Теорему же А. Н. Тулайкова (7) 
[устанавливающую, что Sh(x) дает критерий компактности и при »= 11 
таким рассуждением получить нельзя.
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