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О КВАЗИ-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРАХ В ГИЛЬБЕР
ТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

[(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 26 I 1938)

Пусть L2 (а, Ъ) — совокупность комплексных измеримых по Лебегу 
ь

функций f(x),a^x^b. для которых интеграл Лебега |/(ж)|2 dx
а 

существует.® L2 (а, Ь) образует гильбертовое пространство, где ска
лярное произведение двух элементов / и g определено формулой:

ь
[(fg) = $ / W g (ж) dx.

• а

Предположим, что комплексные функции Pk>y(x), v^k, k = 0,l, ... и; 
v = 0,l, ...п, измеримы по Лебегу в конечном или бесконечном интер
вале (а, Ь), и функции1^—'—т—^к =0,1 ... п, Pkiy (х), v < k,k = l,2, ...п, 

> = 0,1, ...п— 1, принадлежат к Л2 (а', &'), где (а', Ь')— произвольный, 
конечный замкнутый интервал, внутренний к (а, Ь).

Введем следующие обозначения:
1) Dp — совокупность функций / (ж) из L2(a, b) таких, что 

fm = PO,Of, 
s—i

fW (z) = i pk: h - и + V pk . к = 1,2, ... n -1,
3=0 

равны абсолютно непрерывным функциям почти всюду в (а, Л), и 
п—1

^\х) = ІРП!П^-^ + ^Рп,р^
j=0 

принадлежит к Ь2 (а, Ь).
2) F — оператор, определенный в Dp и преобразующий функцию 

f(x) из Df в fW(x):Ff = f™.
3) Da — совокупность функций g(x) из L2 (а, b) таких, что 

g^^Pn^ng, ; '
k У_ _ /п “ d ik—ii n—k^n—k, n—k\ ) -у .

/ + 2С’--------РпЧпЧ' -)g^^k = l,2,...n-i, 
j = 0

2* 523



равны абсолютно непрерывным функциям почти всюду в (а, Ь), и

3=0
принадлежит к Ь2 (а, Ь).

4) G— оператор, определенный в Dg и преобразующий функцию g (ж) 
из Dg в g^ п <■ (ж): Gg = g''n h

5‘) [/ g] = (Pfg) - (/Gg) - $ Cgfw -/gW) dx = [/g]b - [/g]a ,

где

fe=l
6) Dh — совокупность функций h (x) из Dp таких, что [h, g] = 0 для 

всех g из Dg-
7) Я —оператор, определенный в DH и преобразующий функцию 

h(x) из DH в Мп\х): Hh — hw, (Hh, g) = (h, Gg).
8) Dr — совокупность функций t(x) из Dg таких, что [/, t] = 0 для 

всех f из Dp.
9) Т — оператор, определенный в DT и преобразующий функцию 

t(x) из DT в t<n>(x):Tt = t^>, (Ff,t) — (f,Tt).
На основании теоремы существования квази - дифференциального 

уравнения fW(x)—f*(x), а' ^х ^Ь', f*CL2(a, b) легко показать, что 
операторы F, G, Н и Т суть линейные замкнутые и F* = Т, G* = Н, 
H* = G, Т* = F, где знак * означает сопряженный оператор.

Для произвольного линейного оператора N обозначим через Р (N), 
C(N), Q(N) и R(N) соответственно точечный спектр, непрерывный 
спектр, резидуальный спектр и резольвентное множество^). Тогда

Р (Я) С Р (F), С (Я) ^Р (F) + С (Я), Q (Я) С Q (Я), R (Я) С Q (Я) + R (Я), 
Р (T)^P(G), С (Т)С Р (G) + С (G), Q(G)^Q (Г), R(G)QQ (T) + R(T), 
P(H)^P(G) + Q(G), Q(H)CP(G), P(H) + Q(H) = P(G) + Q(G), 
P(T)^P(F)+Q(F), Q(T)^P(F), P(T) + Q(T) = P(F) + Q(F), 
P(F)^P(T) + Q(T), Q(F)^P(T), C(F) = C(T), R(F) = R(T), 
P(G)^P(H) + Q(H), Q(G)^P(H), C(G)=C(H), R(G) = R(H).

Необходимым и достаточным условием того, что эти операторы не 
имеют резидуального спектра, является

Р (Я) = Р (Я) = Р (Т) = Р (G).
Если функции Pk,y(x) удовлетворяют условиям

X Р * Р -ЧТТ п 7 п л Г п 1 I П-V, n — k n — k,n — k \Pn-k, n-k = Pk,k, k = Q, 1, ... H , (----- P---- ---------- - ) =L ~ J - n—v, n-v z
= ^h)V,v<A, Zc = 1, 2, ... n; y = 0,l,...n—1, 

где — целая часть числа-?, то Я = G, Н = Т, Н* = Я, F* = Я и опе
ратор Я является эрмито-симметрическим. Обозначим через (р, q) ин
декс дефекта оператора Я. Из результатов исследования решений ура
внения Ff — lf = ®, 1(1) #=0, следует, что числа р и q независимо друг 
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от друга могут принимать только одно из следующих значений: 
О, п — 2 , п — J ,п. Предположим, что р q и максимально
симметрическое расширение оператора Н обозначим через Нр. Функция 
f (х) принадлежит к Dhp тогда и только тогда, когда она имеет вид:

р

f(x) = h (ж) + 2 Ch Op, k (х),
Й=1

где Л (ж) Dh, Ck — произвольные постоянные, ор, k (ж) = /^ (ж) —
р

—Ah, jf] (ж), ft (х), Л= 1, 2, ... р, fj (ж), /=1, 2, ... q, — биортонорми-
2=1 _

рованные решения соответственно уравнений Ff—lf = Q и Ff—If, 
/(Z)#=0, ||Jlft;3 ||—унитарная матрица р-го порядка. Функция g(x) 
принадлежит к DH* тогда и только тогда, когда [vP, s, g] = 0, 
к — 1, 2, ... р. Индекс дефекта оператора Нр имеет вид (0, q — р).

В частности, если п — четное число и оператор F действительный, 
т. е. Ff ^Ff, то число p—q может принимать только одно из зна
чений 0, ~ , п, и оператор Нр является самосопряженным (гипермакси
мальным). Все точки I, 1(1)^ 0, принадлежат к R (Нр) и Q(HP) яв
ляется пустым множеством. Обозначим через Д (ж, Z), к — 1, 2, ... 2т, 
ортонормированные решения уравнения

/[»]_// = О, 1(1) ^0.
Если р = 2т, то все функции Д(ж, I), к — 1,2,...п, принадлежат 
к12(в> &)• Если р = т, то т функций, например /15 f2, ... fm, принадле
жат к L2(a, Ъ), а остальные т функций fm+i,fm+2, ••• fem принадлежат 
или кЬ2(а,с) или к £2 (с, 6), где с — произвольная точка, внутрен
няя к (а, Ь). Если p = Q, то т функций, например /2, ••• fm, принад
лежат к£2 (а, с), а остальные т функций fm+i, fm+z, ---fem принадлежат 
к L2(c, b). Резольвента самосопряженного оператора Нр является инте
гральным оператором с ядром С(ж, I, р):

1) /2(^ I) ■ ■ ■ fn^

1/1, vn, 11 I/2’ vn, 11 • • • [/п’ ₽n, 11 ^п' vn, 1]

[/r 4 2І [/2’ %, 2І ■ • ■ 14’ Vn, 2І fen- vn, 2]

G(x,y;l,n) —
[/1- Vn, ni I/2’ vn, rj ■ ' * 14’ 4^ On, n]

[/1, %,1] [/2, 41] • • 

[A, 4 2] [/2, 4 2] ■ •

• [/», 411 

■ [4,4а]

[A, ^n.n] [/2, 4"]' ’ ' [All ^п,п]

где
, ,, , . 1 v1 1 dlnWOu, I) , , ,,gn (X, y, I) = 8ЩП (ж-y) ~2 d i) fh

Ь = 1 Ih

W{x, l) =

f^(x,l)f^(x,l) 
f^(x,l)fW(x,l)
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причем [gn, vn, ft] вычисляется по переменному ж;
fz[x,l) . . . . . fm (x,1) gm (x, у; I)

[A, vm, 11b [A, vm, l]b ■ ■ ■ Umi vm, 11b [?m, vm, 11b 

[A, vm, 2ІЬ [A, vm, 2ІЬ • * ’[An, vm, 2ІЬ [»m, vm, 2ІЬ

G (ж, у, I, m) — —
vm, m]b [ A, vm, m]b • • '[An, vm, m]b [^m, vm, m]b

[A, vm, lib [A, ^m, lib • • ’ [An, vm, lib

[A, vm, 2ІЬ [A, vm, з]ь • • • [An, vm, 2ІЬ 

[A, vm, m]b [A, vm, m]b ■ " '[An, vm, m]b

где
ст 1 d In W (y, I) , ,— 2 iP*>n(y)dfln-14y,l)fk A x У'

’"I , t а1пИ,

2 ip.,n («19/р-ЧІ». 'I(”’ °’ ' ' Я’ 
k—m+1

и предполагается, что функции fm+i,fm+z,---fzm принадлежат кЬ2(с,Ь).
ст 1 д In W (у, 1),,п ~^iPn n(y)dftn-l}^,l)fk^^ У’
Ь — 1

G(x,y,l,0) = \ 2т
ст 1___d In УК (у, I) , , >
ZiPn,n{y]dfln-i](y,l)'k^^ >' У’

~ й=т+1

G{x,y,l,n) является ядром типа Гильберта-Шмидта. Действительная и 
мнимая части G(x, у;1,т) и G(x, у; 1,6) суть ядра типа Карлемана. 
Если мы обозначим через Ер(\) разложение единицы самосопряженного 
оператора Нр, то ЕР^) = ЕР(^)—Ер (а), а < р, является интеграль
ным оператором с ядром Ер(х, у, Е) типа Карлемана (1). При фикси
рованном А и почти для всех у, Ер(х, у, А), как функция от х, удовле
творяет уравнению

У'і ~ [f-dEp (ж, у, АД-
(X

Ядро Ер(х, у; А) может быть представлено в виде интеграла Стильтьеса: 
п п

Ер(х, у, А) = 2 с; с;
k—ij=i

где fk(x, с; X), /с=1, 2, ... п,—решения уравнения —А/ = 0, прини
мающие начальные данные

/V-11 (с, с; А) = 8
( 1 для к = у, 

hv ^0 для кфу,
pkj(X)—функции ограниченной вариации в каждом конечном интервале 
и непрерывные справа. Для фиксированной точки с эти функции опре
деляются единственно с точностью до аддитивной постоянной.
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