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О РЕШЕНИЯХ САМОСОПРЯЖЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ иМ = 1и, Ц1) О, ПРИНАДЛЕЖАЩИХ К £2(0, со)

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 6 1 1938)

Функцию / (ж) мы назовем принадлежащей к L2(a,b), если /(^'из
мерима по Лебегу и |/(ж)|2 интегрируема по Лебегу в интервале (а, Ь).
Пусть комплексные функции - ; /с = о, 1, ... Pk,4 (ж), v < к, при-1

надлежат к £2(0,&), где Ъ—произвольное положительное число. Тогда 
существуют п линейно независимых решений уравнения иМ(ж) = 0, 
принадлежащих к Z,2 (0, &), где

k—1
= iPh h± + v Pk,,• цФ, k = 1, 2, ... п,

3=0
мЮ] = />ооМ.

Если дифференциальное выражение самосопряженное, т. е. функ
ции Pk, v удовлетворяют условиям:

Р Р \. / ' n—v, n-k ' n—k, n-k \ --
; k---------К--------- -----J ~ 

‘n—v,n—v--------- z

— Pk, v, v < k = 1,2, ... n; v = 0,1, ... n — 1,
где [|]—целая часть числато билинейная форма имеет вид: 

ь п
С (и м[п1 — и dx — [u, r]b — [и, u]o[«, v]x = iV w[n-fe)(a;) (x).
J 
0 fe=i V

Если и и v суть решения соответственно уравнений u^ = lu, v>^ = lv, 
I (7) 4= 0, то 

ь
$ | и I2 dx = ([и, й]ь — [и, и]0),
о

(1) 
ь

| г dx = 2 и -1°)*
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Обозначим через их, и2, ... ип линейно независимые решения урав
нения и№=1и, I (I) Ф 0, принимающие такие начальные значения, что

г 1 $ I для к — v, , , _ип+х_7 Jo = 6ft, у = I Q ф у k,v = l,2, ... п.

ЧЙ
Мы утверждаем, что функции Uh = uh + lhiyUn+1_y, к =

У=1

= 1, 2, ... ’ где комплексные постоянные kty удовлетворяют ус
ловиям:

\im[Uh,Uk]b = 0, k=i,2, ... Г±] 
b -> co L 2 J

принадлежат к Ь2(0,оо).
Уравнение [Uh, Uh]b = 0 может быть написано в виде:

. -и

Uk]b + Ik, v [Wn+1-у

У=1
Uk]b Н~ V [Uk, ^п+І—~|—

^п+1—j]b — 0. (2)

Если мы фиксируем индекс к и рассмотрим величины R (lk> v), I 
v = l,2, ... n , как декартовы координаты, то уравнение (2) вы
ражает действительную замкнутую поверхность второго порядка, 
лежащую целиком в ограниченной части пространства. В самом деле’ 
из соотношений [ий,гг7] = — [mv, Wft], A, v = 1,2 ... п, следует, что все 
коэффициенты уравнения (2) чисто мнимые, и из равенства (1) следует, 
что величины і[й„+1_7, wn+1_v]b, v = 1,2, ... п— [v] ’ имеют один и тот 
же знак. С другой стороны,

I [и*, Mv]b I2 < I [«Л, uh]b I • ) [u7, Uy]b I, к, v = 1, 2, ... n.

Следовательно проекция поверхности Fb на каждую координатную 
плоскость есть круг или эллипс. Легко показать, что радиус гь круга 
на координатной плоскости (R (lk, й), I (lh' ft)) является действительным 
числом и имеет вид:

й ___________  1
I [un+l-fe’ “n+l-feJb I

Если этот круг не вырождается в точку при то функция ь
принадлежит к £2 (0, со). +

Гак как [Uk, Uk]0 = 2i R то для всех точек, лежащих на по
верхности Fb, имеем:

ь
С \ uk\*dx=-^^
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для точек, лежащих на поверхности Fk, Ц1к к) фО, откуда вся мни
мая ось I лежит вне поверхности F^, и для точек этой оси 
имеем:

ь
(3)

О 
ь

Но так как | Uk\2dx—непрерывная функция от Ік> то неравенство (3)
О

имеет место для всех точек, лежащих вне поверхности Fb, а для точек, 
лежащих внутри Fb, имеет место обратное неравенство:

У \ик\Ых<~^^.. 
О

Пусть Ь' < Ъ". Тогда поверхности F^- и F^ не могут иметь ни одной 
общей точки, так как в противном случае мы имели бы

Ь"
^\Uk\2dx = 0 и Uk(x) = Q, b'^x^b". 
Ь'

С другой стороны, если точка Ik, v лежит на поверхности F^", то 

о о

т. е. поверхность Fb~ лежит целиком внутри F^-. Обозначим через Fk 
предельное положение F^, b—усю. Тогда для всех точек, лежащих 
внутри и на поверхности Fk, имеем:

j \ Uk^dx^~^^.

Следовательно все функции Uk[x), к = 1,2, ... [v]’ принадлежат к 
Z2(0,oo).

Допустим, что одна из функций wn+1_v, v = 1, 2, ... [у , например 
wn+1_fe, принадлежит к Z2(0, оо). Тогда функция Uk—Ік кйп+і-к =

n-R]
4,v“n+i-v также принадлежит к Z2(0,oo). Если мы поло-

V=l(^fe)

жим ип +i_j = un+1_j, j к, / = 1, 2,... n— [if] ’ un+i-h + Чп+i-j = un+i-k>

то функция Uk = uk -T V Ik, v wn+1_v, где Гк,ч удовлетворяют условию
V=1

lim [Uk Uk]b = 0, принадлежит к L2(0>°°)- Но, как легко показать, ^->oo
h, 4 — lk,y для всех чфк, откуда функция к (un+1_k + »п+1_,) принад-
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лежит к Z2(0,oo), и так как /^,^=#0, то функция ип+1_,, где /—про
извольное число из 1,2, ....п— fy] ’ также принадлежит к £3(0, со).

Следовательно число р решений уравнения и^ = 1и, 1(1) О, при
надлежащих к L2(0, со), равно или > или п—' [т] ’ или п- Анало
гичным образом число q решений уравнения =7к, I (I) ф 0, принад
лежащих к L2(§, со), равно или ’ или п— [т] ’ или п' случае, 
когда дифференциальное выражение п[п] действительное, т. е. w["J = 

. = иИ числа р и q совпадают.
Институт математики. Поступило

Московский государственный университет. 9 I 1938.
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