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1. Будем обозначать через и (Р) = и (г,0.,02,... 0^) субгармониче
скую функцию внутри шара с центром в начале координат, радиуса 1, 
пространства измерений. Рассматриваются три класса субгармо
нических функций, определяемых следующими условиями:

J м+ (г, 0П 02,... 0P-1) da < К, г < 1 (А);

и+ч (г, 01; 02,... 0Р_1) da, q 1,—равномерно абсолютно непрерыв-
е

пая функция множества е для г < 1 (BJ;
| и (г, 01? 02, ... 0p_j) | da— равномерно абсолютно непрерывная 

е
функция множества е вблизи r — i (С).

В этих условиях (А), (В^) и (С) мы через da обозначаем элемент еди
ничной сферы, через е любое измеримое множество точек единичной 
сферы. Как было мной ранее доказано (х), всякая субгармоническая функ
ция и (Р) класса А (значит, и подавно функция класса В9 или С) имеет 
радиальные предельные значения и (Q) почти всюду на единичной сфере, 
и эти предельные значения u(Q) образуют суммируемую функцию’ 
В настоящей работе доказываются следующие предложения:

I. Неооходимые и достаточные критерии принадлежности функции 
и (Р) к классам A, Bg, С будут соответственно:

a) lim \ и+ (Р) da = конечному числу или, что то же r-»l J
С (А)lim \ | и (Р) | da = конечному числу; ' 7

г—>1 J

входящие в эти условия пределы, вообще говоря, не совпадают соот
ветственно с числами м+ (Q) da и | и (Q) | da, будучи не меньше этих 
чисел;

b) Jim J и+ч (Р) da = J и+ч (Q) da (BJ;

С) Й? S = J \u(Q)\da (С).
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II. Основная теорема. Для того чтобы субгармоническая функ
ция и(Р) принадлежала одному из классов А, Bg, G, необходимо и до
статочно, чтобы ее наилучшая гармоническая мазко ранта припае) ле
жала этому классу.

Вследствие этой теоремы задача об аналитических представлениях 
субгармонических функций классов А, В4, С приводится к изучению 
аналитических представлений гармонических функций, принадлежащих 
классам A, Bq, С. .

Как было мной ранее доказано (г), гармоническая функция классам 
характеризуется ее аналитическим представлением при помощи инте
грала Пуассона-Стильтьеса общего вида, гармоническая функция 
класса С—ее аналитическим представлением при помощи интеграла 
Пуассона. Наконец в этой работе доказано, что гармоническая функ
ция класса Вд характеризуется ее аналитическим представлением при 
помощи интеграла Пуассона-Стильтьеса частного вида, т. е. когда 
под знаком дифференциала стоит разность абсолютно непрерывной 
функции множества*  и неотрицательной функции множества с произ
водной, равной нулю почти всюду на еди шчной сфере. Наконец функ
ция класса Bg, q > 1, может быть охарактеризована неравенством:

u+i {Р) dm С К, Г < 1.
Полагая в частности и (Р) = In | / (z) |, где / (z)—аналитическая функ

ция внутри единичаого круга, получим соответствующие классы А, 
Во, С аналитических функций.

2. Будем обозначать через и (Р) = и (г, 01; 02,... 0P-i) логарифмич >- 
ски-субгармоническую функцию внутри единичного шара пространства 
п^2 измерений. Назовем классом Hs класс логарифмичзски-субгармо- 
нических функций, определяемых следующим условием:

\ цд 0]?02,... 0Р_1) dm — равномерно абсолютно непрерывная функ- 

в -4ция множества е для г < 1. u
В этом условии через dm мы обозначаем элемент единичной сферы, 

через е—любое измеримое множество точек единичной сферы, через 
g , 0—некоторое постоянное число.

В силу доказанной мной ранее теоремы (г) всякая суогармониче- 
ская функция и (Р) класса НЙ имеет радиальные предельные значения 
u(Q) почти всюду на единичной сфере, причем и6 {Q) ооразуют сумми- 
пуемую функцию.

Здесь выводится необходимый и достаточный критерии принадлеж
ности функции и (Р) классу Hg.

C (P) dm = и6 (Q) dm.

Далее выводится аналитическое представление функций класса Нв, 
их характеризующее:

и (P) = exp —
Г ' —\ 2

G (P-, T) dp (T)-exp ----— 
2л 2

(1 — г2) In и (2)
р

+ г2 — 2г cos 7) 2

41X exp-------- р
2л 2

1
p

(I r2 _ 2r cos 7) 2
d^2 (e),

* Производная и (Q) этой абсолютно непрерывной функции суммируема вместе 
с u^(Q).
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где In и (<?) и и6 (2) суммируемы; ф2(е)^0 и имеет производную, рав
ную нулю почти всюду на единичной шаровой поверхности; G(P;T)— 
функция Грина для единичного шара, р.(Т)—распределение масс, по
рожденных функцией 1пи(/)).

Наконец доказывается другой необходимый и достаточный крите
рий принадлежности функции и (Р) классу Hs:

us (Р) do) <К, г < 1.

Полагая в частности и (Р) = | / (z) ], где f (z)—аналитическая функция 
внутри единичного круга, получаем известный класс ІЦ аналитических 
функций, введенный Риссом.

3. Условимся называть интегралом типа Коши-Стильтьеса выра
жение

2 т:
1 с ыце) цч
2« J л —z ’ ' '

О

где a: = ei0, z^x, ф (с)) = фх (0) + іф2 (^), причем фі(0) и ф2(0)— 
любые функции с ограниченными изменениями на сегменте [0,2тс].

Выражение (1) назовем интегралом Коши-Стильтьеса, если его пре
дельные значения изнутри окружности С, |ж| = 1, по всем некасатель
ным путям совпадают с производной ф' (о) почти всюду на окруж
ности.

2г.

Теорема 1. Условия xnd^ (Ь) = 0 (га = 1,2,...) необходимы и до- 
о

статочны для того, чтобы интеграл типа Коши-Стилътъеса (1) обра
щался в интеграл Коши-Стильтьеса.

2п

Теорема 2. Условия хп с/ф (О) = 0 (га = 1, 2,...) необходимы и до- 
о

статочны для того, чтобы соответствующий интеграл Пуассона-Стилъ
тъеса изображал голоморфную функцию внутри единичного круга.

2п

Теорема З; Если xnd^ (0) =0 (га = 1,2, ...), то ф (0) — функция 
о 

абсолютно непрерывная.
Из этих теорем заключаем:
если голоморфная функция / (z) внутри единичного круга предста

вима при помощи одной из четырех формул:

(интеграл Коши), 
С 

2тс •

f(z) = ~\f (еі0) т т -т“ —т (интеграл Пуассона),1 ' 2т: J ' ' 7 1 + г — 2г cos (0—^) v г
о 

2п

= І И + (в) (интеграл Пуассона-Стиль-
о f тьеса),

2-

/ (~) — (интеграл Коши-Стильтьеса),
и
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то эта функция представима посредством трех остальных формул. От
сюда в частности аналитические функции класса Н1 характеризуются 
их представимостью интегралом Коши или, что то же, граничными 
условиями (2):

f (ж) xndx = 0 (n = 0,1,2, ...). 
с

4. В заключение этой работы устанавливается формула:
2тс 2тс

1 fa^(e) 1 Г^(8) 1 , ,Q
2л j х — z 2л j х — ж0 2 ‘ ob >

° 0
которая имеет место почти всюду на окружности С,|ж|=1, при 
стремлении точки z по любому некасательному пути к точке х0 = е’е» 
окружности С (знак для случая, когда z внутри С,—для случая, 
когда z вне С). Интеграл правой части определен как особый.

Подробные доказательства результатов этой работы будут опубли
кованы мной в ближайшее время.

Поступило 
25 I 1938.
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