
Доклады Академии Наук СССР
1938. Том XVIII, № 7

МАТЕМАТИКА
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О НАИ ЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ |ж —с|р

1. В работе, которая сдана в печать, мной доказано, что наилуч
шее приближение при помощи многочленов степени п на отрезке (—1, 
+ 1) | х р (где р—любое данное положительное число) удовлетворяет 
асимптотическому равенству:

^п|ж|р~І|віп = -^ , (1)
к I - \ п1 п1

где Цр) есть некоторая определенная непрерывная функция. Здесь я 
хочу показать, что при любом с(—1 < с < 1) имеет место равенство:

р
lim тКЕп | х— с |р = (1 — с2)2 [1 (р). 
п~ со

(2)

Для этого докажем сперва следующие предложения.
Теорема I. Пусть Еп, (х)-, (а, &)] означает наиЛучшее взве

шенное приближение f (х) на отрезке (а, Ь) при весе q{x) посредством 
многочленов степени п-, в таком случае

Еп> пХ> [ | х |₽; (а, Ь)] < Еп, Д | х р; (я, b)] (1 + аД, (3)

где ап 0 при п со (— 1 а < 0 < b 1).
В дальнейшем для краткости будем полагать ЕПг1[/(х); («,&)] = 

~ Rn[f (х)і (а, Ь^. Еп, д(х)[/(х), (—1> 4" 1)] = Еп, 9(Ж) [/ (ж)].
В самом деле, полагая h = logn, имеем на отрезке (а, Ь):

пх‘ = ehx" = 1 + Лж2 + ... 4- ---- h Zh = K2h(x) 4- sh,

n-^ = e~™ = 1 - hx* + ... 4- (— l)ft + Д = QM 4-

7 n ? n I I 4 he Л к +1 . , I , / he \ h +1где к = [log2 n], а потому | Eft | < (^ | < ( J

Из равенства
1 = (R^x) 4- <Q^x} 4- еД

заключаем, что
\RMQ^-i\<^ [^I'|ft+1<2«(io^)logS’l= pn^0.
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Поэтому (m = n + 2/c)
(1 + £,№[№; («, b)]> EnMx)QtkM[\x\P-, (a, b)>

> Em, Rtk(x) [|x |p Qzk(x)i (a, ^)] > Em, Rlk(X) [j x jp, (a, 6)] -

(4)
i-1

Но мной ранее были установлены неравенства (х):
mvEm | х \р < ~ | sin | Г (р).

Следовательно вследствие \R2k{x)\^n при (х) < 1 имеем тем более: 
mv+^Em,R,k(X)\\x\p^ (a, b)]<^V(p+21),

а потому из (4) выводим, что при достаточно больших п
Ет, r^x) [| х |р; (я, &)] < (1 + Ри) Еп [| х |р; (а, &)]+ 

к
+ <“■ ь»+с^

І-1

Где £.—независимая от п постоянная, лишь бы---- >-0. Таким образом, 

принимая во внимание, £’п|ж|р> G л-у, где Сг п1
независимо от п, имеем

при п весьма большом:
Em, R^x} [| X |Р; (а, + (а, *)],

л *где уп-^0 вместе с — .

С другой стороны, легко проверить, что при всяком 8т > О

Ет^[\х\Р- (a,b)]<Em[\x\v, (а, Ь)] ,

откуда, полагая (1 4- от)т~р = 2,т, получаем ("при у > 1 + 2 log 2m 
т

Ет^[\х+, (а,Ь)]<{-^^Ет[\х\р- (а, Ь)] < 

2тГ1 + 2Р10^ + 1
<—---- ----------------- Ет\\х\р-, а, Ь+,

следовательно
2k

(»,01 <С +2”Е^’ <»•«<

+ (1 4- £п) Ет [| X |р; (а, by\, (5)
где ет стремится к нулю, так как Таким образом теорема
доказана.

Следствие I. Какбымалы ни были числа а>0, р > 0, возможно 
указать такое число п0, что для всякого целого числа п + п0 сущест
вует многочлен Рп(х) степени п, удовлетворяющий неравенству:

\Рп(х) — \х-с|р| < (1 4- $)Еп\х — с\р (6) 
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на всем отрезке (—1, + 1) и неравенству:
| Рп (ж) — | ж — с |р | < $Еп | ж — с |Р (6bis)

в промежутках (—1, с — а), (с-]-а, 1).
Действительно, вследствие (3) существует многочлен 5П (ж) степени п, 

удовлетворяющий неравенству:
l№-s„H<^n[№; (-1, г>)Ш + О

на всем отрезке (—1, Ь) и неравенству:

1Ир-5п(ж)| (-!> &П
в промежутках (—1,—5) и (8, Ь), где, полагая для определенности 
с > О,

В таком случае после подстановки ж = многочлен

(1 Д- c)pSn с' J = Рп (^1)

удовлетворяет на (—1, 4-1) неравенству:
| I жх — с |р — Рп (жД I < (1 4- ап) Еп I хг — С |Р

и неравенству:
||ж1-С|р-Рп(ж1)| <~~Еп\Хг — ^

в промежутках (—1, с — а) и (с 4-а, 1). Следовательно для осущест
вления неравенств (6) и (6bis) достаточно положить и0 настолько боль- 

/ а у
шим, чтобы аПо^ 3, 1 4- •

2. Будем обозначать через En{f (ж); (a, Ер, L], где (— 1 < а < & < 1), 
наилучшее приближение / (ж) на отрезке (а,Ь) при помощи многочленов 
Рп(х) степени п, подчиненных в промежутках (.— 1, а) и (b, 1) усло
вию \Pn(x)\^L.

Теорема II. Каковы бы ни были данные числа p^V, 
— 1 <с<1, и как бы ни было мало £ > О, при п достаточно болыиом 
имеет место неравенство:

Еп\\х— clp; («j ^); ^] > (1— £)£п|^ — с\р, (7)

11 1лишь бы только с — а л — Ь — с ^ , где 0 < а < —.
1Р тР 2

В самом деле, положим т = п-\-21, где I = п? ■— целое число,

2а < р < 1, q (ж) = 1 — t + । с \) J ’ в таком случае

Еп, q(x) | ж — с |р > Ет (^) I Р ]•
Известно)1), что можно указать такую постоянную Ар, что

Ет | ж Г2І < К Ет । х ,Р}
т
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каково бы ни было целое число і > 0; следовательно

Еп, q(x) : 3> h_____ Р V Г' PW+ !) ••• (P + 2t —1)
I (l_lc|)P^ 1 ~ m2i

(i~in)Em\x — c\P> {l~zn)En\x — c Д, (8)

Ет | # —

где £Лн>-0, £n->~0 при и-+сс. Кроме того из (8) следует, что суще- 
ствует такая постоянная Ар, что

Ьп, q(x) I -- С __Р 
п?

Положим теперь, что । Рп (ж) | nh 
в таком случае при —І^ж^с-----* 
вследствие (9):

(9)

на всем отрезке (—1, Д-1); 
и при с-j—— ^ж^І имеем

q (а?) | Р'п (ж) — | х — с |р | < 1 1
йТн)^2Т (nh 2") <

р+1 Еп, Q(x) | ж — с |р,

когда п достаточно велико. Поэтому, принимая во внимание, что q (ж) 1,
заключаем, что из неравенства (8) вытекает (7).

Следствие II. Пусть
h

/^)='^іЛі\х — аі\Р + ^(х), (— 1<яг<1) (10)
г = 1

(Р > 0 не равно целому четному числу}, функция имеет ограничен
ную производную порядка [р + 1]; пусть Мп есть наибольшее из значе
ний Еп (Лі | х — ai\v} для данного п. В таком случае, как бы малони было 
Р >0, можно указать такое число п0, что при всяком п^п0

Действительно, применяя следствие I к каждому из слагаемых 
ЛДх — яДр, получим:

ад(х)]<М„(1+ 0); .
с другой стороны, если бы было возможно построить многочлены Рп (х} 
сколько угодно высокой степени п, для которых | Рп {х} — / (ж) | < 
^Л7П(1 — 3), мы пришли бы к противоречию с теоремой II, так как 
для каждого i = 1, 2, ... h можно было бы, введя согласно следствию I 
многочлены Qn, Дж) степени п, приближающие /(ж) — ЛДж— яДр на 
(«і — а, Яг 4-а) с погрешностью меньшей, чем ^-$Мп, построить огра
ниченные на отрезке (—1, -(-1) многочлены РЫі ^х) = Pn(x}~Qn Дж), 
для которых

|Йп,Д«) — ЛДж — я{|р|=|Рй(х) — /(ж) + Д(ж) — ЛДж — яДр — 
~Qn, Дх)]|<7Ип(1-|з)

в промежутке (яг — а, я,а).
3. Пусть в частности (— 1 < я < 1)

/ (ж) = I ж2 — я3 |р = | X — я |р I ж + я |р = | 2я |Р [| Ж — Я |Р | ж + я |р] 4- 9 (ж), 

382



где
ср (ж) = [|х — а |₽ — | 2а |₽] [| х + а |р — | 2а |р] — | 2а |2р 

очевидно удовлетворяет условию следствия II, поэтому при п доста
точно большом

как бы мало ни было а > 0.
Предположим теперь, что при данном р для некоторого значения а 

предельная формула
1ітнДЕп|а:— а |р = Н (а) (13)
п - со

верна (согласно сказанному вначале это справедливо для а = 0).
Очевидно Н(а) = Н(—а). Положим а = 2а?—1. Делая подстановку 

л = 2z — 1, замечаем, что

еп (0,= Еп [І^Г; +1)];
поэтому из (13) следует также, что

lim(2n)PJ?n[|z —а?|Р; (0, 1)] = #(а). 
П-СО

Но так как
(0,1)] = Ж[р-«?|Р; (-!,+!)] = 

= 2?2п+1[|^-а?|Р; (-1, +1)],
то при всяком п-^-со имеем:

ПшпрЕп \х2— а?|Р = Н(а),
П - со

а потому вследствие (12) из (13) вытекает также существование пре
дельного равенства:

ПтпРЕп\х — а1\Р = -^^ = Н(а1), (14)
п = т |2Щ|

где аг = 4: у/ 1 а . Аналогичным образом убеждаемся последовательно

в существовании предельных равенств
Н1аь)

lim п?Еп | х — ak+1 |р = —----- — = Н (ak+i) (14bis)
и = оо

где Дй+і= ± У ■ Полагая a=coscp, afe=coscph, Н (d)=H (cos ср) = 

= JF(<p), видим, что при a = 0, ср =--, поэтому = -- или — , и во

обще (р^ =, где I—произвольное нечетное число. Таким 
образом предельная формула (13) доказана для всех a = cos ср, где 
угол ср = ~ соответствует вершинам любого правильного многоуголь

ника с последовательно удваивающимся числом сторон. Для определе
ния Н (aft) = F (cpft) имеем уравнение

^(П-1)

|2cos I 2 COS ?ft|P
(15)
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причем F (v) = H (0) = p-(?), поэтому

Г(Ф,) = Г^) и (p) 
(2C°s^y

= p. (p) (sin у Y = p. (?) (sin

но если F(<fk) = F (2qk+i) = p. (?) | sin |p, то из (15) следует, что

= p.(?) 2cos<pfe+i
|p

= р.(?)|81Пф&+1|Р.

Таким образом для всех значений
I < 2fe) справедливо равенство

/П г,а = cos ^(при любых целых к и

limn₽ |а>— а |р = р. (?) (1 —а2)у. 
п = ОО

(16)

Но. каково бы ни было с (0 < с < 1), полагая
Z~ип = COS -г 2h0 I — 1 cos---,= ил, 2h 15

имеем при всяком n
^En[\x~c\"- £)] ^прЕп\х~с\р^

^n?En Г|Ж-с|₽; (—
L к “о W J

и так как по доказанному
lim n,vEn ГI х ■— с\р- (---- -  , —"I =
71 = 00 L Y ^1/ J

= lim nv (-~УЕП | ж — wJp = < Y2’p {р} (1 — и2)2, 
n = co V 1'^

lim«^n Г|х-С|р; f-±, Y1 = Л№(Ж1_М2/ 
?г = со I- мо мо7 J К У

следовательно равенство (2) справедливо при всяком с (— 1 < с < 1).

Поступило 
5 II 1938.

ЩИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 С. Н. Бернштейн, Экстремальные свойства полиномов, гл. II, § 6.

384


