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МАТЕМАТИКА

Н. В. АДАМОВ

О НАХОЖДЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕН
НОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 10 II 1938)

1. В предыдущей заметке(4 мной указаны для уравнения
У' — К^У) (1)

некоторые свойства последовательных приближений, осуществляемых 
при помощи оператора

A[y]=y(x)+^Ydx — Xdy, Y = Xf(x,y). 
а

Покажем теперь возможность применения последовательных при
ближений вида, близкого к виду А, для отыскания периодических ре
шений уравнения (1). Функцию f(x,y) предположим непрерывной в об
ласти D (— ей < х < со; а^у<Ъ}, периодической с периодом и:

Ж У)=1(х + ш, у), 
n dfдопускающей в ооласти D непрерывную производную .

Введем в рассмотрение оператор
X

В [у] = у (х) 4- e~hx ehx [f (х, у) — у’} dx.
о

При помощи рассуждений, аналогичных приведенным в упомянутой 
выше заметке (4? убедимся, что если 1) оператор В имеет смысл для 
функций некоторого семейства

У = ^^, Уо),
где у0 есть значение функции ср (ж, у0) для ж = 0, 2) кривые у — 
— В [ср (ж, y0)] лежат в области D и 3) кривые y = q(x,y0) образуют 
поле в области D, т. е. через каждую точку области проходит одна и 
только одна кривая семейства, то и кривые у = В [q(x, у0)] образуют 
поле в области D. Для доказательства достаточно убедиться, что 
производная

±ВЫ = е-^ кЛў-dx + e-^ / •
дув J \ду' ) dyt 1 I Vdy0dx=o)

0
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л диположительна, если положительна производная —- . 
тт ду0Неравенство

~В[у] >0
ду0 L7J

имеет место одновременно с неравенством

■если для всех значений х

. (2)
а это последнее неравенство справедливо, если постоянная к положи
тельна и достаточно велика, что мы и предполагаем в дальнейшем.

Отсюда следует, что для оператора В имеют силу теоремы: 
Теорема I. Если кривые-.

У = Уо№ У = уЛ^ = В[Уо\- у = у2(х) = В[У1}-, 
лежат в области D для всех значений х и если для всех х спра
ведливо неравенство

У о (я) >У&), 
где у = у (х) интегральная кривая уравнения (1), лежащая в области 
D, то справедливы и неравенства-.

У1{х)>у(х)-, у2(х)>ў(х)-, ...
Теорема II. Если неравенство

Ўі^} = В[у0\ <у0(х)
■справедливо для всех значений х^О, то и неравенства-.

у2^х) — В [г/i] < у^х)] Уз(х) = В[у2] <у2(х), ..., 
справедливы для всех значений ж>0 (для которых кривые: ?/ = ?/„ (х) 
У = У1(х), ... принадлежат области D).

Напомним, что для доказательства этих теорем в предыдущей 
статье мы пользовались только тем свойством оператора, в силу кото
рого поле кривых переходит в поле же.

Возможность применения оператора В к некоторым функциям, опре
деленным для всех значений х, вытекает из следующего предложения: 
если у^х)—непрерывная периодическая функция и если оператор В 
имеет смысл в применении к этой функции для то У1(х) =
— В [у0] есть ограниченная для всех значений х функция.

В самом деле, для имеем:

Уі (х + па) = у0(х + по) + e~h (™) j Уо) _ у-} dx = (ж) +
0

+ е~"Х { е~hnu>[ ^ekx[f(x, уф — уф dx + ek^ f ekx [/ (х, уф — yfidx] I .
о о J J

Обозначая:
to
J ehx[f(x, уф — уф dx = h\ ekm = q, 
о
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учитывая, что
пм+х (п—1)<о + х

^ehx[f(x,y^—yo]dx==ehu> ekx [f (ж, у0) — у^] dx,
(п—1) <о

имеем:
+ (ж) +

X

+ e-hx ^q-n^h + hq+ ... +

О
х

= Уо (x)+e~kx [ ^ehx[f(x,yo)—yo] dx + ~^ ~T~^ie~hx- 
О

При неограниченном возрастании п и при к > 0 получаем:
X

У1(х) = 1іту1(ж + п<о) = уо(ж) + е-йж f С ekx [f (х, у^—уо] dx+ -A-l .
n -> оо L J Ч — 1 J

0

Легко видеть, что ух(ж)—периодическая функция:

£ УЛ^®) = Уо^ + ш) +е-К ^е-Аш J ehx[f(x, уф — уД йж +

§ ‘ 7' he~ku> 1S +е~кш \ ekx[f(x, уо)—уо] dx —- =
К » J 1 — 1 J
к * ‘°
S / s

& =Уо^)+е-^ [у+ J ehx[f(x, уф — у'о] dx + = у1Сф.

2. Докажем теперь
Теорему III. Если в области D есть периодическое решение у(х) 

уравнения (1) и если известна периодическая функция у0(х) такая, что
Уо (х) > у (х)

И

У о И > Ух (ж) = В [у0]
для 0 < х <о, то периодическое решение может быть найдено после
довательными приближениями.

Последнее условие теоремы удовлетворяется например тогда, когда 
кривая у = уо(ж), где у0(ж) — периодическая функция, пересекается ин
тегральными кривыми в одном и том же направлении [кривая у—у0 (ж) 
есть кривая без контактов]. Легко видеть, что к этому случаю часто 
может быть сведена преобразованием переменных задача об отыскании 
предельного цикла для уравнения:

dx. _ dy
Х(х, у) Y(x.y)' >

Например уравнение (Т) после перехода к полярным координатам 
принимает вид: 

и Л не обращается в оо в кольце: рх р < р2, а круг р = рх пересе
кается интегральными кривыми только в одном направлении.
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Мы строим последовательность функций:
Уо(х), Уі(х), у^х) уп{х)..., (3)

где
У о ($) ~Уо (ж)? Уп+і(х) — В1 [уп] = уп (х) -|-

+ e-bc ekx[f(x, уп) — уп] dx + ^1J ; 

(О
hn= ehx [f(x, уп) — уп] dx; y = ek,°; (n = l, 2,...). 

0
Эта последовательность монотонная:

Уп+Ух) < УпУУ (n = 0, 1, 2, ...); 
для доказательства достаточно убедиться, что из неравенства 

Уі W < У о (х) 
следует неравенство

У Ax') <у1(х).
В самом деле, мы знаем, что:

(ж>0), 
где

Уі (х) = В[у0]
(см. теорему II выше), кроме того:

Уі (х) = уг (х) + - J; h0 — ekx[f (ж, у0)— г/d] dx < 0. (4)
о

По формуле Грина:

eft5C [f(x, уУ — у’у dx-{- ek^dy —
Ўі (6)

~^)dy= + e*xdxdy,

у,т D’

где D —область, заключенная между кривыми: у~уг(х) и у = у1(х'), 
и прямыми: х = 0 к ж = £; следовательно:

s г
ekx[f{x, y^ — y'i] dx—{ ekx[f(x, у у — ўу dx = 

0 о
=5 5 +ehx dx dy > °

в силу (2) и (4). Так как 
е 
J [f(x, уУ — уУ dx<0, 
О

ekx[f(x, уУ — уУ dx — { 
о о
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то и
Е

ehx[f(x, yj — yi]dx < О,
О

откуда
в [^11 < Уі ві [уД < Уі

Последовательность (3) ограничена снизу, так как любая из функций, 
входящих в эту последовательность, более у(х)— периодического ре
шения уравнения (1) (по теореме I); следовательно последовательность 
сходится. Назовем предельную функцию

У (ж) = 1іт уп (ж).
П-* ОО

Докажем, что последовательность сходится равномерно. Имеем по 
формуле Грина:

Уп (£) — уп+1 (£) = Уп-іў) — Уп (J) + 
Уп(£) Уп—1(0)

[ 5 ^dxdy+^ e^dy + J dy+ ;
Dn Vn-AV VnW

здесь область Dn задана неравенствами:

Принимая во

0<ж<£; yn(x)< y<yn^x).

внимание равенство:
hn-i = (q — 1) [yn (0)— т/п-ДО)], (5)

имеем:

где

Уп (£) Уп+і е ’ (нп 1

Нп= S $ С®+ekxdx dy'
Dn

Ряд I Ло| + I hx I + ... |Лп|+ ... сходится в силу равенства (5) и схо
димости последовательности (3). Точно так же сходится ряд

Hq + В1 + ••• + Уп + ••• ,
где Нп есть двойной интеграл:

5 5 +ehxdx dy’
*D'n

распространенный на область D'n, заключенную между кривыми:
ж = о, ж = ш, У = Уп(х), У^Уп-^х).

В самом деле, сумма
н0 + Нг+ ... +Нт

меньше двойного интеграла
ehxdxdy^

D'
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распространенного на область D', заключенную между кривыми:
ж = °, ж = ш, у = у = у(х).

Так как
Нп < Нп,

имеем:
О < Уп (ж) Уп+і(х) < Нп -j-1 J ;

выражение в правой части неравенства есть общий член сходящегося 
ряда с постоянными положительными членами. Последовательность (3) 
таким образом сходится равномерно. Преобразуя оператор Вх при по
мощи интегрирования по частям:

В, [у] = y(O)e~kx-[-e-hx ehx[f(x, у)-\-ку] +
о

и принимая во внимание только что доказанное, убеждаемся, что рав
номерно же сходится и последовательность производных:

Уо (ж), У1(х), ... , уп(х}, ...
Отсюда предельное равенство:

У (ж) = У (ж) + e~hx J ehx [f (х, Y) — У'] dx, 
О

т. е. У (х) есть решение уравнения (1). Это решение периодическое, как 
предел равномерно сходящейся последовательности периодических функ
ций. Оно совпадает с решением у (ж), если конечно между у0 (ж) и у (ж) 
нет других периодических решений. Легко показать (мы на этом оста
навливаться не будем), что если в области D нет периодического реше
ния, а функция у0(х), удовлетворяющая условиям теоремы III, най
дена, то последовательность (3) не может сходиться в области D.

Поступило
23 II 1938.
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