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МАТЕМАТИКА
И. С. СМИРНОВ

О ПРИМЕНЕНИИ ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ К НЕЛИНЕЙНЫМ
ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 17 II 1938),

Интеграл Фурье (каі^ и его модификации) неоднократно применялся 
к решению линейных интегральных уравнений. Ниже даются, как мне 
кажется, впервые некоторые применения интеграла Фурье к нелиней­
ным интегральным уравнениям.

Лемм а. У равнение
Ц-вп-1 • • • ~F ф «о ~ 0, (1)

у которого
г дп

Ы<-^г (f = 0, 1, , n—1), (2)
Is I

причем вещественная часть Bs = a > 0, 0 < А < a.b, b > 1 и

с = ^, (3)
А имеет корни по модулю меньшие, чем ----- .

Доказательство. Обозначим левую часть (1) через f(^). Для4 
доказательства леммы достаточно показать, что при |Е| > --Д-р | / (Е) | > 0. 
В самом деле по (2) имеем:

п-1

Й = 0

При | Е | 1 будет

п—1

—fdL.y isk (ЗД

сА” ■ п
|и ’

что > 0 при | Е [ ——, так как с • п — ^ При |Е| 
1« I 2

сАп 
| sb

1 — | С
I - N ’

сАп сАпчто будет >0 при 1 ф- \ п < Е < 2, так как —г?Г < Таким образомIs!” I S
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всегда имеем, что корни (1) |$|<2. Подставляя теперь в крайний пра­
вый член неравенства (З') |с| = 2, имеем:

^2^ = ^ ^(2п-1). S° W іі---------------- d in ' /
1 1 k = 0 - IS I

Последнее выражение >0 при | g | -Л так как с(2п_ 1) <" 1 
|?| ’ v ’ '

Теорема 1. Интегральное уравнение 
п со оо

А'оИ = 2 J • • • $ ки ...и (yk) dy^.. dyk = 41 (х-, и), (4)
fe=l о о

где 0, 1, ... , п) заданные кусочно-гладкие функции, удовлетво­
ряющие условиям, что для интегралов

СО

[Kk] = x~sKh(x) dx (Rs = a> 0, к — 0, 1, ... , п) 
о

выполняются условия: 
[ЛУI „ сАп
КІГТТг (Л = 0,1,.(5)

< ^4 < о.6; с = ^п, b > 1, имеет не более п ограниченных решений, ко­
торые все выражаются в виде

а+гоо

J y~eFr(s)ds (г~1,2, ..., п), (6)
а— гоо

где Fris) суть корни алгебраического уравнения:
п
2га^-[^о] = О. (7)

k = i

Доказательство. В силу (5) уравнение (7) можно разделить 
на [лп], после чего переписать в виде

По предыдущей лемме его корни | £ | < —. Положим В = I xs~r и* (х) dx 
lsl J

в силу чего (7) перепишется в виде: 
п оо

xS~^* (х) dx}k — [Ко] = О 
h=l о,

ИЛИ 

п оо оо оо

2 J Kk (ш) ш-М® I ... ( (2/1 ... ^)S-1 и* {У1} ы dyi_ dyk _ 

^=10 о Q
со

— K0(x)x~s dx = O. 
О
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Последнее выражение можно переписать в виде:
п ОО СО
25• • • $KhM-sи*■■ dyk~ 

k=i о о
со

— KQ (ж) x~s dx = 0.
о

ОО

Делая замену переменных в интегралах j Кк (w) M“s da (Л —1,2, ..., п), 
о

полагая т = ху1 .. . ук, получаем: 
п со со

2 • ■ • \ Kk (хуг ...ук) x~s dx и* (у^ ...и* (yh) dy^ ... dyh —
h = 1 b 0

co

— K0(x)x~s dx = 0. (8)
о

В этих интегралах можно переставить порядок интегрирования по х 
и по Уі, ■ ■ • , yk, так как подинтегральные выражения, при надлежащем 
выборе а и b > 1, равномерно ограничены и равномерно стремятся 
к нулю при стремлении х,уг, ... , yk к бесконечности, так как

&+іоо 4-оо

Iм* W | = |577 f x~s£(s) ds\< ~х~л I -ц •
1 J 1 J I “ + 12/1

а— гео — co

Равенство (8) теперь перепишется в виде 
со п со со

j x~s (2 j ••• j Kh(xy1...yll)u*(y1)...u*(yk)dy1...dyk—Ko(x)^dx=O- 
0 k=lо о

Применяя теперь формулу Меллина, мы получаем:
(ж; и)-Ко(х) = О

для всех значений х, т. е. получаем уравнение (4). Таким образом 
взятые нами и* (ж) являются решениями уравнения (4), чем доказы­
вается, что и (ж) = и* (ж). Их число очевидно равно п (среди которых 
могут быть и одинаковые).

Примеры. Уравнение
СО 00 ОО

К0(х)= f K1(xy)u(y)dy+ \ K2(xy1y2)u[y1)u(y2)dy1dyz 
О 0 0

при ограничениях на Ко, К± и К2, налагаемых теоремой 1, имеет два 
решения, представимых в виде:

a4-ioo

J ^S^(-[^1]±([^1]2-4[^O][^]P)^- 
a—гоо

Уравнение
CO co

(ж) = j • • • к (xyx ... Ук)и (У!) ...и (yk) dyt... dyk 
о о



•имеет к различных решений, даваемых формулой 
а+іоо

j «-(тй)'*-
а—гео

Теорема 2. Интегральное уравнение

и(х) = Щх-, uj + K^x) (9)

при условиях, что все кусочно-гладкие Ki (i = 0, 1 . п\ идовлетво ряют условиям: >>■■■, и) уиовлетво

со

{ Kk } = Xs-1 Кk (ж) dx,
о

с А”2
| s6 |’*2 ’ (10)

причем
O^k^n; ао + а^ .. ,-|-сц=^; 0<аг<д — 1 (і = 1, 2, ... , и), (Ц) 

с = — 12й (п + 1)” ’
^ой- Нв б™™ П2 ограниченных Решений, которые выражаются фор-

(%4-гоо

Ur^ = ^l J ^Zr^ds 
a —ioo

где £r(s) — корни системы уравнений:

п п

2 = 2
— 0 k = о

{г^п^, (12)

(13)

получаем-3 аТеЛЬС ТВ°’ Умножая (9) на x^dx п интегрируя в (0, оо),

[«]= J х-^{х- u)dx±[K0\. (14)
О -

Как и выше, это уравнение приводится к

[м]=^ [Я/;] { и P+IXo]; (15)

законность этого перехода ниже доказывается.
Заменяя в (15) s на 1—-s, получаем:

{ и } = | Kk } [u]ft -{- { Ко }. (16)
fe= 1

Уравнения (15) и (16) представляют из себя систему (13) с неизвест­
ными q(s) = { д} и 7j(s) = [M]. Определяя £(s) из этой системы, которую 
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легко привести к одному уравнению, вставляя правую часть (15) вме­
сто [м] в уравнение (16):

(17)
h=i i=i

мы сразу же получаем и(х) применением формулы Меллина к £(«) = 
= ^x^u^dx в виде (12). Так как коэффициент при (£ = 0, 1, ...

0 п2_ р) в (17) представляет из себя сумму членов вида.

где 0 < /і < н; а0 ф-ах+ • • ■ + ah = 0 а« п , и),
число которых <(« +1)п, ТО к корням (17) можно применить лемму, 
воспользовавшись условиями (10) и (И) теоремы, что нам даст:

Получив это, мы при надлежащем выборе а > 0 и b > 1 вправе 
печать пепеход от (14) к (15). Отсюда сразу же получается существо­
вание интегралов (12). Так как система уравнений (15) и (16) имеет не 
более решений, то и (9) при условиях (10) и (И) имеет не более п* 
решений. Выражение (12) будет тог^а решением уравнения (9), когда 
£($) будет корнем системы (12).

Пример. Уравнение
ОО оо

и (х) = ... к (хуг ...уп) и (Уі) ЛУп
о о

имеет п2 — 1 отличных от нуля решений, даваемых формулой
а+гоо

. . 11 1 у3 1 ds

когда
\[КГп{к}~1\<-^, где Л >0, А = const, b > 1.

Замечание. Непосредственно видно, что уравнения:

С f Kh(xA-v,A-■ ■-Ук}и{уА ...uly^dyj,... и)
k=i

и
и (z) = M)+/ ($)

приводятся к алгебраическим уравнениям с помощью ядер еу и е 
конечно при условиях, аналогичных (5) и (10) доказанных теорем.

Развитый метод легко обобщить на более общий вид ядер, на р 
мер на ядра К. + ад, + у пли Kk .. у^, где е0,

... , tk будут либо -(-1, либо —1.
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