
Доклады Академии Наук СССР
1938. Том XVIII, № 4—5

МАТЕМАТИКА

М. КРЕЙН

К ТЕОРИИ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 26 XII 1937)

В настоящей заметке мы приведем ряд соображений, тесно примы
кающих к недавним исследованиям!. Favard’a(1), Н. И. Ахиезера (2,4) 
и автора.

Пусть

С(?)~2^еН’ (p_ft=[ift; k = 0,1,2,...)

есть некоторая вещественная непрерывная функция с периодом 2тс. 
Положим

нп(Ф) = С(ф)-с(? + £) + с(ф+^}-...-^

Так как Нп^ + = ■—Яи(ф), то существуют точки, в которых

функция Нп(у) обращается в нуль.
Определим величины (а) (к = 0,1,... п — 1) и (а) (к = 1, ... п — 1) 

так, чтобы функция
П=1

Л (?) = G (?) — ($ft (а) cos ку + гр, (а) sin ку) 
о

г- , Л , (2п — 2) П „ тооращалась в нуль в точках а, а 4---- , ...,а4~!---------— . Эта функция
к С i (2га — 1)поудет обращаться в нуль в точке a 4- 1' тогда и только тогда, 
если Нп (а) = 0. Действительно

2n—1
+ J = - ^ (- П" Л fa + = - Нп (а).

z й=о 4 z

Условимся говорить, что функция G (ср) обладает свойством (Ап), если 
при любом а таком, что Нп (а) = 0. функция R (ср) имеет точки а 4- 
{к = 0, ± 1, ±2,...) своими узлами и притом единственными.
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Лемма 1. Если функция G (ср) обладает свойством (Лп), то 
2lt п— 1

min \ G (с?) — (£h cos Аф + rlh sin k?)1 do = тахГ„(ф),
0 0

где

2n
зд) = 2

fc=l

klZ

, — k= — coCpH------------

(2fe+l)ni
r(2k+l)n^_______

2 k + 1

Все экстремумы функции Fn (ф) no абсолютной величине равны между 
собой и достигаются в тех точках а., где Нп (а) = 0.

Доказательство. Пусть а—некоторый нуль функции Яп(ф).
Тогда при любых и

2tz п—1

G (?) — ^ (^ cos ^? + sin A?) j ^? 53
0 0

2 тс n—1
> I { G (9) — V (Sfe cos &9 + rlk sin Аф) I sgn sin n (9 — a) dq | =

0 0
2tc

= I G (ф) sgn sinn (ф — а)йф j = |Fn(a) |.
0

G другой стороны, если здесь положить Zk = (a) (к = 0,1,... n ■—1), 
Qk = т]й (a) (k — 1, 2, ... n — 1), то в первом соотношении мы будем иметь 
знак =, что и доказывает лемму.

Обозначим через ‘Ж множество функций/(ф), допускающих представ
ление

/(?) = ^G^-^h^db, (1)
о

где h (ф) измеримая, вообще говоря, комплексно-значная функция, 
удовлетворяющая неравенству

Через En-i^f), как обычно, будем обозначать наилучшее прибли
жение функции / (ф) тригонометрическими суммами порядка п — 1.

Лемма 2. Если функция G (ф) обладает свойством (Лп), то

sup En-i(f) = шах Fn (ф).
few

Supremum достигается для функции f (ф) = Fn (ф), соответствующей функ
ции — sgn sin пф.

Доказательство. Действительно, функция /0(ф), принимает свой 
абсолютный экстремум с чередующимися знаками в точках а, а + —,..., 

а + - ---------— ; следовательно по теореме Чебышева En-i(J0)=шах j0(ф)= 
= тахГДф).

G другой стороны, если

/ (?) = ао +
СО

(aft cos к ф + bh sin Аф)
А=1

(2)
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есть произвольная функция из 91 (. то при
е 2[Л^Пк = 5k (а) ak — -qk (а) bk (Z-і о n 11^o«o-«o=oW, 2^ = ^(<1)^4- (А - 1,—1)

имеет место соотношение
П —1

; / (?) (а^ 008 *9  + sin *9)  | =

2г. (П-1
= Щ^)-2(£& (а) cos Аф + 4/< (а) sin Аф)} А (ф — ф) гіф [ < 

о °
2Г [и—1

< 5 j G (ф) — (Eh («■) cos Аф 4~ (а) sin Аф) Аф = max Fn (ф),
о 0

откуда En-i(f) < maxFn (ф).
Лемма 3. Пусть мнимые части корней вещественного квадратного 

трехчлена Р (D) = D2 4- pD + q не превосходят числа > 0. Если неко
торая дважды непрерывно дифференцируемая функция f (х) имеет п 4- 2 
нуля а0 < Ці < ••• < an < an+i (п 5s 1) таких, что

]аі — аі+і|<,^ (і = 0,1,
g г

то либо функция у (ж) = Р (D) / (ж) обращается тождественно в нуль 
на некоторой части интервала (а0,ап+х) либо внутри этого интервала 
она имеет по крайней мере п узлов.

Эта лемма является частным следствием некоторого общего предло
жения, касающегося операторов Штурма-Лиувилля, доказательство 
которого мы приведем в другом месте. Из леммы 3 без труда выво
дится

Лемма 4. Пусть вещественный полином
P^^DP+A^+.-. + Ap

имеет всего А(О<А<^] J пар комплексных корней и пусть мнимые 

части этих корней не превосходят числа р. > 0.
Если р раз непрерывно дифференцируемая периодическая функция 

f(q) имеет 2п нулей 04 < а2 < ... < а2п (0 < а15 а2п < 2к) таких, что

|«г — а»+і | < § (i = 1, 2,... 2п; а2п+і = 04 + 2к),

где 8=.^-*,  то либо функция g (у) = Р (D) f (q) обращается тож

дественно в нуль на некотором интервале либо она имеет 2п узлов 
в интервале < 0, 2тс).

Теорема 1. Пусть 9)1 означает множество всех периодических р 
раз дифференцируемых функций / (ф) таких, что

(ф) + AJ^ (ф) + ... + Apj (ф) | * 1.

Тогда существует такое N, что при n>N**

2 I e(2fe+l)m?
ШаХ| (2*  + 1)Р[(2^ + 1)ш] 

k=— ОО

* Вероятно, степень 3А 1 в выражении для 8 можно отбросить.
** Если корни полинома Р (D) вещественны, то при всяком п.
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Доказательство. Чтобы несколько упростить рассуждения, 
предположим, что полином Р (D) — Dp -f- AxDp-1 + ••• + не обра
щается в нуль ни в одной точке ki {к = 0, 1, 2,...).

Если положить
1 ’ “ ДЧ 

~ 2П Р (ki) ’ 
h= — оо

то функции /(?)С~Ші и h(q)=P(D)f окажутся связанными соотноше
нием (1). Для доказательства теоремы остается показать, что при до
статочно большом п разность

п-1
В (?) = G (?) — 2 (^ (а) cos (a) sin Л?) (Нп (а) = 0) 

fe=0
имеет узлы (и притом единственные) в точках а, а + а + 11 .

Допуская, что при некотором п > З^1!-! имеет место противное, мы смо
жем утверждать, что при некоторых Сь (к — 0,1, ... п— 1), неравных 
одновременно нулю и достаточно близких к соответственным числам

^(«•) (ьо(а) = Ма), 2^(а) = Ма)~ l4fe(a) (*= 1,2, ...п — 1)], 
функция 

п-1
ЯД?) = G (?) - 2 (U = Д; к = 1, 2, ... « - 1)

—п+1

имеет в интервале 0, 2тс) по крайней мере 2га + 2 нуля, и при этом 
разность между любыми двумя соседними нулями этой функции меньше 

п

Пусть
P(D) = Q(D)(D* + pD+q).

По лемме 4 функция Q (D) (?) будет иметь не менее 2га + 2 нулей
в интервале < 0,2к), и расстояние между любыми двумя соседними 
нулями этой функции будет меньше —-. Но тогда по лемме 3 функция Р'

71 — 1
W Я, (?) = (О2 + pD + q) Q (D) R1(^) = -yiP (ki) ‘Д № (P (D) G = 0) 

—n + l

будет иметь внутри интервала 0, 2~ >, по крайней мере, 2га нулей, 
что невозможно. Теорема доказана.

Заметим, что если оператор Р (D) содержит только нечетные сте
пени, то

2 5^1 1
1п = п 2- (2ft + 1)Р[(2* 4- 1) wi] I 

Д= —co

если же только четные степени, то

z -Лі у____________________ | (п>т
п К ^4 (2к + 1) Р [(2к + 1) ni] I

k= — ОО

Теорема 1 для частного случая Р (D) = Dp была получена впервые 
Favard’oM(3) и несколько позже независимо от него Н. И. Ахиезером 
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и автором (2). Совсем недавно Н. И. Ахиезер (4) получил тот частный 
случай*  теоремы, когда

m т
= П (^2 + или D П (^2 + ал), 

h=l h=l
где а& (А == 1, 2,... »г)— вещественные числа.

Каждой функции /(ф), допускающей разложение (2), отнесем 
функцию

ОО
/*  (?) = S (&/£ cos ^?—а* sin А?)- 

1

Аналогично теореме 1 доказывается
Теорема 2. Пусть множество 9Л имеет тот же смысл, что 

и в теореме 1. Тогда существует такое N, что при n^N

2 vy е(2Ь+1)т¥ ।
sup ^ (/*)  =-тах ; j 2*  + 11 Р [(2Л + 1) ш?]

k=-oo
Пусть теперь / (г, ср)—гармоническая функция внутри круга г<3. 

Обозначим через Еп-іУ', р] (р < 1) наилучшее приближение функции 
/ (г, ф) гармоническими полиномами порядка п — 1 в круге г р. Любо
пытно отметить, что указанные приемы позволяют решить вопрос об 
определении величины

sup Еп^ У; р], (3)
/сЗД

где Эс обозначает множество гармонических внутри круга г < 1 функций 
/ (г, а), удовлетворяющих неравенству

|/(г,ф)|<1 (0<г<1; 0<ф<2к),

или более общему (и в этом случае п должно быть достаточно боль
шим):
S/(г, ?) + /(г, Ф) + ... + Ар /(г,<₽)I < 1 (0 < гv< 1; 0< Ф< 2п).

В первом случае величина (3) равна ~ arctg гп. В первом и во втором 
случае (при п > N) supremum достигается для функции / (г, ф) =

Институт математики и механики. 
Харьковский государственный университет.
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* И в этом случае, как показал Н. И. Ахиезер)1), можно положить N = ц.
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