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ПОМОЩИ КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

(Представлено академиком Б. Г. Галеркиным 28 I 1938)

Применение конформного отображения к решению плоской задачи 
теории упругости рассматривалось многими авторами (Love, Мусхели- 
швили и др.). Ими указаны различные методы решения плоской задачи 
при помощи конформного отображения. Мы здесь рассмотрим иной 
метод применения конформного отображения, основанный на исполь­
зовании траекторий напряжений. При этом мы будем опираться на 
результаты работы Nemenyi)1), в которой он показал, что любая орто­
гональная сеть, состоящая из двух сопряженных семейств изотерми­
ческих линий, может рассматриваться как сеть траекторий напряжений 
для некоторого плоского напряженного состояния. Одновременно 
Nemenyi дал весьма простой способ определения главных напряжений, 
соответствующих данной изотермической сети траекторий напряжений. 
Эти результаты дают возможность с большой простотой получить реше­
ние для ряда случаев плоской задачи. В самом деле, имея решение 
для некоторого напряженного состояния, для которого траектории на­
пряжений образуют изотермическую сеть, мы можем, отображая данную 
область на некоторую другую, получить новую, также изотермическую 
сеть траекторий напряжений, которая нам даст решение для аналогич­
ного напряженного состояния в области нового вида. При этом края, 
свободные от касательных напряжений, остаются такими же и в новой 
области (ибо траектории напряжений переходят к траектории напря­
жений). Края, свободные от нормальных напряжений, как мы увидим, 
не всегда остаются такими же и в новой области. Тем не менее ука­
занным путем могут быть получены достаточно интересные решения.

В качестве примера возьмем полуплоскость, нагруженную сосредо­
точенной силой. В этом случае, как известно, траектории напряжений 
образуют изотермическую сеть радиусов и концентрических окружностей. 
Принимаем эту полуплоскость за полуплоскость переменной и = Х -ф- iY.

Полагая далее zz = sin~, мы отобразим нашу полуплоскость на бес­

печно длинную полосу шириной 21 в плоскости переменной z = х -ф- iy.
Семейство окружности перейдет, как легко показать, в семейство 

кривых:
4 Inf sin2 +
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семейство радиусов — в семейство кривых: 
arctg ctg у th yQ =С.

Рассматривая полученную изотермическую СВТВ 
напряжений, определим значения соответствующих главных на р 

же/^ля^их/нахождения воспользуемся формулами Nemenyi. Прини- 

бУдУТ уРавнения двух семейств 
траекторий напряжений, образующих изотермическую сеть.

Обозначим:
w(z) = 4(x,y) + ity(x,y).

Согласно Nemenyi значения а и т определяются следующими выра- 

жениями:
о = St (2Az + В + iC) dz^ dz\ 

т = [А (ж2 + у2) + Bx + Cy + D-]

(1)

(2)

Здесь А, В, С, D — произвольные постоянные.
В нашем случае имеем:

? (*, ю Чln (sin21?+; ’у}=arctg Сctg Lh /
щ(г) = 1п (siny0.

Подставляя это значение в выражения (1) и (2) для а и т, будем

иметь:

а = 2А

■те ж у
. х sin - + у sh -у

4ln (sin2 if +sh2 4?) — 21
2 v 2t y ch-д- —cos-f

—

гея тех 
naCh-j + COS-y 

т = [А (ж2+у2) + Вх + Су + D] —х
ch -у — cos -у

(3)

(4)

Придавая различные значения произвольным постоянным А, В, С, D 
и F мы получим различные напряженные состояния.

Мы ограничимся рассмотрением случая, когда все постоянные кром 
С равны нулю. В этом случае мы будем иметь:

□ 1 — 0 — Г— 2г ь (5)
ch у-----cos -у

П»/ г.у г.у 
sh~r — -у ch ,

те р (t ь
Ку ъхch у-—cos-у

(6)

С- Это напряженное состояние, как легко видеть, соответствует загру- 
<^ению полосы вертикальной сосредоточенной силой, приложенной 
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начале координат. Боковые грани оказываются при этом загруженными 
одинаковой для обеих граней нормальной нагрузкой, изменяющейся по 
закону:

q =

ту Пу , 
Z ~ Z Z

пу
ЛТ+1

С достаточной степенью точности можно считать, что нормальные 
напряжения, приложенные к боковым граням длинной полосы, вызовут 
лишь соответствующие напряжения Хх, постоянные по ширине полосы, 
и таким образом полученное решение дает возможность исследовать 
напряжения, вызванные сосредоточенной силой, приложенной к торцу.

ДДмея значения главных напряжений, легко перейти к выражениям 
для напряжений в декартовых координатах, пользуясь известными 
соотношениями:

Хх = а — тcos 2а; Fy = a-j~T cos 2а; Ху —— т sin 2а.

Здесь а — угол между направлением оси X и касательной к кривой 
ф = const.

В нашем случае получим следующие выражения для напряжений:

sh —г _у К XT I * ТС у
Тіь\ Пу ПХ 21

I ch-y-cos-f

т „ ] sh z п
2Z^} ту Их

( chT-cosy

(9)

Что касается значения постоянной С, то для его нахождения мы 
имеем очевидное условие:

+ 1
\ Yydx = — P (при любом значении у).
-I

(Здесь Р— сжимающая сила, приложенная к торцу полосы.)
Указанное условие нам дает:

у: 1 0.1 0.5 1.0
х : Z

Таблица 1

0 12.730
р
21 2.566

р
21 1.387

р
21 1.026

р
21

0.2 0.509 » 1.913 » 1.297 » 1.023 »
0.4 0.044 » 0.973 » 1.088 » 1.007 »
0.6 0.010 » 0.465 » 0.869 » 0.991 »
0.8 0.004 » 0.261' » 0.719 » »
1.0 0.003 » 0.208 » 0.667
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Значения сжимающих напряжений Yy для различных сечений, вычи­
сленные по формуле (8), приведены в табл. 1 (знак минус опускаем).

Значения этих напряжений вычислялись также Блейхом (при помощи 
рядов). Найденные им значения весьма мало отличаются от приве­
денных выше.

Для нахождения приближенного значения напряжений Хх°, вызван­
ных приложенной к торцу сосредоточенной силой Р, нужно из зна­
чений Хх, определяемых формулой (7), вычесть значения напряжений, 
приложенных к граням х — ± I.

Таким образом получим:
. -у ку

sh I l'Ch I

1 + ch-j
(10)

Вычисленные по этой формуле значения X® для ж = 0 приведены 
в табл. 2.

Таблица 2

У : 1 0 0.1 0.5 1.0 2.0

X» 0 0.207 0.619 -J- P 
0.374

P 
0.038

Эти напряжения оказываются растягивающими.
Применение изложенного метода решений плоской задачи к другим 

случаям предполагаем рассмотреть в ближайшее время.
Поступило
11 II 1938.
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