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МАТЕМАТИКА

М. А. РУТМАН

ОБ ОДНОМ СПЕЦИАЛЬНОМ КЛАССЕ ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫХ 
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 10 II 1938)

Будем рассматривать произвольное ВапасЬ’ово пространство Е.
Пусть S — множество элементов из Е, удовлетворяющее следующей 

группе условий:
1. Если x^S, yf-S, то x-\-y£S.
2. Если х f S, А > 0, то Хх £ S.
3. Множество S замкнуто.
4 Если x^S и х=£0, то —x^S.
Обозначим далее через S множество функционалов «/» из Е, удо­

влетворяющих условию:

f (ж) 5= 0 при любом х £ S.

Можно установить следующую теорему:
Теорема 1. Пусть А — вполне непрерывный линейный оператор, 

обладающий такими свойствами:
а) Оператор А оставляет множество S инвариантным, т. е., если 

х £ S, то Ах g S.
b) Существует такой положительный скаляр «с» и такой элемент 

х0 g S, что Ах0 — сх0 g S.
Тогда оператор А имеет в множестве S собственный вектор е 

(Ае = Ае; А =# 0).
Наложим на множество 5° еще одно ограничение.
5. Любой элемент пространства Е может быть представлен, как раз­

ность двух элементов из S.
Имеет место
Теорема 2. Пусть S удовлетворяет условиям 1 — Ь, а оператор 

А — условиям теоремы 1. Тогда одно из наибольших по модулю собствен­
ных значений оператора А положительно и ему соответствует соб­
ственный вектор из S.

Аксиома 5 наверняка выполняется, если S содержит внутренние 
точки. В этом случае имеет также место

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 1. Пусть кроме 
того множество S содержит внутренние точки, а оператор А удо­
влетворяет следующему требованию: для всякого вектора х g S, не 
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являющегося внутренней точкой S, существует такое натуральное 
число п = п(х), что вектор Апх лежит уже внутри S.

Тогда оператор А имеет один и только один собственный вектор 
в S. Соответствующее ему положительное собственное значение есть 
наибольшее по модулю из всех собственных значений оператора А. Ве­
личина, обратная этому собственному значению, т. е. наименьшее по 
модулю характеристическое число, является простым полюсом резоль­
венты оператора А.

Кроме того сопряженный оператор А обладает теми же свой­
ствами в отношении множества S. е

Размеры нашей статьи не позволяют привести доказательство этих 
предложений. Отметим только, что они базируются на принципе Schau- 
der’a (2) о неподвижных точках и на следующих простых леммах.

Лемма 1. Пусть S удовлетворяет условиям 1 — 4, a x^S—не­
который фиксированный элемент.

Отнесем к множеству Ss те элементы х из S, для которых

х —' х | гж0 € S (е > 0).

Тогда Ss тоже удовлетворяет аксиомам Л— 4.
Лемма 2. Существует линейный функционал f (х) такого рода, 

что f (х) ^0 при х £ S и / (я) > > 0 при х g Ss и | х | = 1.
Лемма 3. Существует в S непрерывная однозначная операция Ux 

такая, что
1) если х £ S, то Ux £
2) | Ux | = | «|;
3) \х — Ux\< Ы .

Лемма 4. Если оператор А обладает свойствами а) и Ь) тео­
ремы 1, то повсюду в Se выполняется неравенство:

| Ах | 5* | х | А; /г = Л(г)>0.

Лемма 5. Если оператор А обладает свойствами а) и Ь) тео­
ремы 1 и если для некоторого х £ S

Ах = а.х — а > 0; [3 > 0,

то непременно
с.

Здесь х0 и с те же, что и в теореме 1. Кроме этих лемм при доказа­
тельстве теорем 2 и 3 мы исследуем поведение операторов Ап(п = 1, 2, 
3,4, ...) в множестве S.

Приведем некоторые приложения теорем 1, 2, 3.
а) Пусть Е например означает n-мерное евклидово пространство. 

Выберем в качестве S множество векторов с неотрицательными компо­
нентами, в какой-либо фиксированной системе координат. При этом 
конечно будут выполняться условия 1 — 5, и 5 будет иметь внутрен­
ние точки. Ясно также, что линейный оператор А будет оставлять 
выбранное множество S инвариантным тогда и только тогда, когда 
в рассматриваемой системе координат ему соответствует матрица с не­
отрицательными элементами. Поэтому теоремы 1,2, 3 приводят нас 
в этом случае к результатам, полученным Perron’ом (3) и Frobenius’ом (4).
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3) Рассмотрим пространство С(а, ь> функций q(t), непрерывных в ин­
тервале (а, Ь), с нормой: ||cp|| = max |ф(1)| (a^t^b). Здесь в качестве 
S можно выбрать множество неотрицательных функций. Снова конечно 
будут выполняться условия 1—5, и S будет содержать внутренние 
точки. Рассмотрим оператор

ь /
Лер = \ К (t, s) ср (s) ds, 

а
где К (t, s) непрерывна в квадрате а t, s b и удовлетворяет усло­
виям:

К (t, s)^0

и при любом t0 (а < 40 < b) функция от s

К (tQs^O.

Тогда к оператору А можно применить теоремы 1, 2. Поэтому из на­
ших результатов можно получить для неотрицательных ядер теорему 
Jentsch’a (б) с тем расширением, которое указал Ф. Р. Гантмахер (е).

у) Рассмотрим пространство Hilbert’a, векторами которого, как из­
вестно, являются последовательности вещественных чисел со сходящейся 
суммой квадратов. Как и в а), выберем в качестве 5 множество век­
торов, имеющих неотрицательные координаты. Множество S будет удо­
влетворять условиям 1 — 5, но, как легко видеть, не будет содержать 
внутренних точек. Линейный вполне непрерывный оператор, оставляю­
щий множество S инвариантным, будет задаваться с помощью вполне 
непрерывной матрицы с неотрицательными элементами. На основании 
теорем 1 и 2 имеет место следующая

Теорема. Пусть [|аіь||“— бесконечная вполне непрерывная веще­
ственная матрица. Пусть все элементы этой матрицы неотрица­
тельны, а среди диагональных имеется хотя бы один положительный. 
Тогда среди наибольших по модулю собственных значений этой матрицы 
имеется положительное, которому соответствует собственный вектор 
с неотрицательными компонентами.

Эта теорема позволяет перенести ряд основных результатов теории 
осцилляционных матриц Ф. Р. Гантмахера и М. Г. Крейна (7) на бес­
конечные вполне непрерывные матрицы || Щь ||і°, обладающие тем свой­
ством, что всякий отрезок || ||1 (n = 1, 2, 3, ...) есть осцилляционная
матрица.
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