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МАТЕМ АТИКА

Н. И. АХИЕЗЕР

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 26 XII 1937)

Обозначим через (0 < q < 1) совокупность всех аналитических 
функций f(z), которые

а) внутри эллипса с фокусами в точках ±1 и полусуммой осей 
1— регулярны и удовлетворяют неравенству

— 1 <№f(z) < 1,
б) на вещественной оси вещественны.
Если Еп-х (/) есть погрешность наилучшего приближения на интер

вале < — 1,1 > функции / (ж) с помощью многочлена степени < п, 
то на основании известной теоремы С- Н. Бернштейна

Пт УЕп (У) < q.

В связи с некоторыми недавними исследованиями (г) я обнаружил 
возможность точного определения величины

sup ЕП-1 (У).

Полагая U (ж, у) = 91У (z), обозначим через En-i(U-,r) (q < г 
погрешность наилучшего приближения в эллипсе ®г функции U (х, у) 
с помощью гармонического многочлена степени < п. Ясно, что

En_!(U-Л) = Еп-! (У).
Мы покажем, как найти точное значение величины

supEn_i(?7;r). 
/с»,

Совершая преобразование z =+—J , мы получаем функцию 
1 

g(w) =y(z), однозначную и регулярную внутри кольца q<\w\ < - - и 
имеющую чисто вещественные значения на окружности |ш|=1. Пусть 
ф(6) представляет предельные значения функции 9? g (ш) = U {х, у) на 
окружности ш = ---е’9 или, что то же, на окружности w = qe™.

Разлагая g (w) в ряд Лорана

g(W') -
— СО



мы найдем, что
2т: 2 тс

= (Iе”) q”^-™* d^^g^^e-^ м,
b о

откуда
2я

= ?(6) е~”” м-
6

Следовательно 
2ТС со

g wЬ+4 ^\+cos т —°+ф} ? (°)
где

w _ ei(t+i?) ( q < e~s < D•

Припоминая известную из теории эллиптических функций формулу

. . , v qm ~к и Ки1 + 4 Л cos ти=~ dn —

и пользуясь теоремой сложения для функции dn, найдем, что
р VT+k^dnK^ р

U (х, у) = Э1 g (w) = — I га (t—u)----------------- du = I £2 (и) <p (t — и) du, 
dr. l + f-fdn^

где

Желая наилучшим образом аппроксимировать функцию U (х, у) 
в эллипсе @г с помощью гармонического полинома степени < п, мы 
очевидно должны наилучшим образом аппроксимировать периодическую 
функцию SR g (e-s+if) с помощью тригонометрической суммы 

п—1
(Ат cos mt + Вт sin mt) 

т=0
при e~s = г (или es = г).

Отсюда, принимая во внимание четность ядра 12 (и), мы получаем, 
что 

т п—1
En-i (U^r) min 2 V 12 (и) — cos mu da = 

’0 m=0
т: n-i

= min2\ £2 (и) — cos2m-“ i du = Bn(q;r). (1)
m q m=0

Чтобы вычислить Bnl^r), докажем, что при любых С*п разность 
п—1

<2 (и) — У С*т cos2m^
771 = 0

не может иметь в интервале (0, тс) более п нулей. Действительно, 
Кив разложении функции .U (и) в ряд по степеням dn — все коэффициенты 
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неотрицательны, а с другой стороны, известная из теории эллиптиче
ских функций формула

, Ки . лгу П 1 + 2Я2"—1 cos и +dn — = V к I
т=1

, К и ипоказывает, что все производные от ап — - по переменной cos2 — - также 
неотрицательны.

Это обстоятельство сразу приводит к равенству

Вп (q; г) = V.Q (м) • sgn cos пи • du\ =

Э? I + 4^ рЛтж cos т(и + • sgn cos пи • du I
J- I m= 1 т 1 )

П

CO
V 1 pn(tm+i) । r-n(2m+i)
> /___ 4\m 1 1_________ ~r r__________

! 1 а>1^П1+\) I -W(«Wl+l) *
m=0 7 7

Возьмем теперь функцию /0(z), для которой 
фо (9) = sgn cos п 6

и, значит,
„ (а>\ = ? У ( Пт 1 cos » (2W+ !)(< +
о0' ’ п ' 2т + 1 ,«(!!»«> I ’m-о ' 1 7

так что
ОО

4 х1 1 rnc-m+i) I Г~п^т+г)
У) = 3* go (^) = (— 1)т-2 ” Г р cos п (2т + 1) t.

т=0 - Т 7 Г 7

Мы видим, что в точках:
\w | = г,

arg w = t = 2Л.^ 1 к (Л = — п, — (п — 1), ...,п — 1),

функция 3tgo(w) принимает значение Bn(q-,r) с чередованием знака. 
Отсюда в силу неравенства (1) вытекает, что

En^(U0-,r) = Bn(q;r), 
sup = Bn(q-,r).

Экстремальная функция /0(z) вполне характеризуется тем, что ее 
вещественная часть на границе эллипса @9 поочередно равна 1 на 
дугах, которые мы получим, построив некоторую систему гипербол 
с фокусами в точках + 1.

Функцию /0 (z) можно представить, как произведение на — логарифма 
некоторой эллиптической функции, но на этом мы_ не остановимся.

При г = 1 мы получим, что

sup En^i (/) = 
f С д

Легко проверить, что

2т + 1
^и(2т+1)

=Bn(q).

Bn (?) 2 (— 1)й arctg
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и, значит,
arctg qn— arctg qin Bn(q) < arctg qn.

Заметим, что наши результаты дают точную верхнюю грань для 
погрешности наилучшего приближения с помощью тригонометрической 
суммы порядка < п вещественной периодической функции F (ег9), если 
F есть регулярная в полосе —h < а < h функция и если в этой 
полосе — 1 < Э? F < 1.

Простые соображения, которыми мы здесь пользовались, позволяют 
также решить ряд других вопросов. Отметим следующий: начальная 
температура в кольце

СО

/ (ф) = 7’ + ^ak cos М + bhsmkq) 
k=l

удовлетворяет неравенству—1</(ф)^1; в момент времен и t темпера
тура будет

/ (ф; t) = e~bl I "° + 2 e~h'a4 {dk cos к ф + bk sin к ф)}; 
s=i

обозначая через погрешность наилучшего приближения с по
мощью тригонометрической суммы порядка < п температуры в момент t, 
требуется найти верхнюю грань для а также то начальное
распределение температуры, для которого эта верхняя грань достигается. 
Имеем

/(ф; t) = —— e~bt {1 + 2^ cos £ ф | / (ф + ф) йф =

=і е~ьі S ф)}^
0

где для эллиптической O-функции q = e~a~l.
Пользуясь разложением функции 0Х в бесконечное произведение.

легко показать, что все производные от 0Х по переменной cos- —- неотри
цательны. Отсюда легко получить, что искомая верхняя грань равна 

' со

3 р-Ы "V ("У” р-ггт+п^ач 
Я 2т + 1т=0

и в любой момент I достигается тогда и только тогда, когда 
/ (ф) = sgn cos иф.

Институт математики и механики. Поступило
Харьковский государственный университет. 26 ХП 1937.
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