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О КОЛЬЦЕ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ 

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 X 1939)

Совокупность В всех почти периодических в смысле Бера функций 
х (t) является согласно определениям заметки (г) нормированным кольцом, 
если операции сложения и умножения понимать в обычном смысле,, 
а норму определить условием:

k(OII= sup
—co<t<oo

Заметим, что согласно теореме 8 цитированной заметки (г) это един
ственный (с точностью до эквивалентности) способ нормировки кольца В.

По основной теореме Бора система функций j является системой 
образующих кольца В.

Пусть М—произвольный максимальный идеал кольца В. При гомо
морфизме В —функция е2ти переходит в комплексное число ср (X), 
причем ।(к) | < ||e2mxt || _ 1. л3 равенства = 1 следует, что
I ? (М I 1?( —= откуда | ср (>.) i = 1; из равенства e2"i(x+t»)t =е2таЫе2г.іці 
следует, что <р (X + р) = ср (X) ср (р.). Функция ср (X) определяет, таким 
образом, гомоморфное отображение аддитивной группы К действительных 
чисел в группу х вращений окружности; такое отображение, как изве
стно, называется характером дискретной группы К. Покажем, что имеет 
место также и обратное: каждому характеру ср (К) дискретной группы А 
отвечает максимальный идеал М кольца В такой, что при гомомор
физме В—>— функция е2пМ переходит в ср (К).

Лемма. Пусть задан полином от п переменных Р (^, х2, . . . , хп). 
Если действительные числа Х2, ... , Хп линейно независимы, то

max IР (z1? х2, . . . , хп) I =
ІЗДІ=1, fe=l, 2, ..., п '

= sup | Р , е2тах2г, . . , , |. цу
—оо<1<оо

Для доказательства заметим, что полином, стоящий в правой части 
равенства, является равномерно непрерывной функцией своих аргументов; 
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для заданного s > 0 можно найти такое 8 > О, что при изменении каж
дого аргумента на величину, не превосходящую 8, значение полинома 
изменяется не более, чем на е. Функция еш равномерно непрерывна 
для — со < и < со, и поэтому существует т] > 0 такое, что | и± — и21 < ц 
влечет | eiu' — eiu*1 < 8. Пусть ж? = е2кіаі, х% = е2^, ... , ж^ = е2”^—произ
вольные значения переменных жх, ж2, ..., жп. По теореме Кронекера 
можно найти действительное число t0 и целые числа т1, т2, . .. , тп так, 
что будут выполнены неравенства:

| ^hto I < 2л — 1, 2, . . . , и)

или
I (2кбг^ — 2пти^) — 2kX/j40 I <6 7], 

откуда
J e2mias-2nimj__ _ g2nilito | — | ___е2гЛЩо |

I p (ж?, x°2, ..., ж^) — P (e2^», e2r^«, ... , e^Mo) | < s. (2)

Равенство (1) является очевидным следствием неравенства (2).
Пусть теперь задан произвольный характер ср (к) группы К. Поставим 

в соответствие тригонометрическому полиному Р [е2^1, е2™'21, ... , е2^»1), 
где Х1? Х2, ... , —произвольные действительные числа, величину

р^^, ?(М, --чтМ. (3)

Из условия ф (К + р) = (X) © (р) непосредственно следует, что сумме 
и произведению тригонометрических полиномов соответствует сумма 
и произведение величин (3). Из доказанной леммы следует, что в том 
случае, когда 1^, Х2, • • - , линейно независимы,

I Р (? (>ч), ? (*2), • • • , ? (М) К Р

Таким образом, равномерно сходящейся последовательности таких поли
номов отвечает сходящаяся последовательность величин (3). Так как 
линейную комбинацию 2 с^е2™11^ с произвольными р^ можно представить, 
как полином Р(е2™^, , е2^1) с линейно независимыми Хк, то,
применяя основную теорему Бора, можно распространить соответствие 
между полиномами Р ^е2^11 , ,. . . , е2пЛп1) и комплексными числами (3)
на все функции ж (4) С В. При этом сумме и произведению элементов ж (4) 
■соответствуют сумма и произведение чисел; отсюда — те функции ж (4), 
которым соответствует число 0, образуют максимальный идеал М CZ R-

Согласно общей теории R гомоморфно отображается в кольце непре
рывных функций, определенных на множестве всех своих максимальных 
идеалов; так как здесь выполнены условия теоремы 7(1), то мы можем 
.заключить следующее.

Основная теорема. Кольцо К всех почти периодических по Бору 
.функций изоморфно кольцу всех непрерывных функций, определенных на 
.группе характеров аддитивной группы действительных чисел.

Топология на группу характеров согласно (*) вводится так: окре
стностью характера ©0 (л) называется совокупность всех характеров ср (7), 
которые удовлетворяют неравенствам:

ІтЫ-ТоМК2 (/4 = 1,2, ...,п),

где е > 0х; Х15 Х2, . .. , Х„ (п—любое целое число)—произвольные фикси

576



рованные числа. Группа характеров, топологизированная этим способом, 
является бикомпактным хаусдорфовым пространством (Ц

Характеры ф(а), имеющие вид (непрерывные характеры), обра
зуют в группе всех характеров плотную подгруппу, изоморфную аддитив
ной группе действительных чисел, со следующей топологией: окрест
ность числа t0 образуют все числа t, удовлетворяющие неравенствам

I | (j — 1, 2,.. . , m; n — 0, -f- 1, 2, ...),

где Xj, (m—любое целое число)-—произвольные фиксированные числа.
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