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МАТЕМАТИКА

И. ГЕЛЬФАНД

ОБ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ГРУППАХ ОПЕРАТОРОВ 
В НОРМИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 3 XI 1939)

1. Нам задано семейство операторов U ( в линейном пространстве Е 
(t—вещественное число), удовлетворяющее следующим условиям:

1° . Ut—слабо непрерывная функция t, т. е. (Utx, f) для каждого 
х и /—непрерывная функция t [(у, f) или (/, у) означает: значение 
линейного функционала / в точке у пространства Е].*

2° . Ut+s = Ut-Us для любых чисел t и s, и U0 = l.
3° . \Ut I < Д/. [В дальнейшем мы будем для простоты предполагать 

М — 1. Этого всегда можно добиться, заменив норму в пространстве 
следующей ей эквивалентной: |ж |х = supt | fZtrc |.]

Мы хотим доказать, что такое семейство Ut операторов может 
быть представлено в виде Ut = etA, и изучить свойства опера
тора А (оператор А является, вообще говоря, неограниченным 
оператором). Для случая, когда Е есть гильбертово пространство, 
a Ut — семейство унитарных операторов, эта теорема была доказана 
Stone’oM (!). Задача, которая здесь решается, была поставлена А. Н. Кол
могоровым.

2. Конструкция оператора А. Оператор А естественно 
построить следующим образом.

Пусть для некоторого х существует Тогда положим
h-rO п

Ах = lim . (1)
л о п

Докажем, что предел (1) существует для всюду плотного множества 
элементов х пространства Е.

Рассмотрим следующий оператор:
+ оэ

С = J

— ОО

(2)

где ср (s) — функция с ограниченным изменением на вещественной оси.

* См. 5, где требование 1° ослабляется.
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Равенство (2) имеет следующий смысл: для всякоВо х и / (/—функ- 
+°°

ционал, х—элемент пространства E)(Cy,f)=^ (Usy, /) dy (s). Суще

ствование оператора С для случая, когда Е сепарабельное или регу
лярное пространство, доказано в работе автора (2). Доказательство 
существования оператора С в общем случае будет проведено в другом 
месте.

Легко видеть, что
| С | < vars [<р (s)]

я
+°°

иъ-1 r С т, , о (s - h) - <p(s) 
h ь — J u»a h — ■

—oo

Выберем функцию <p (s) дифференцируемой и такой, что

lim vars Г y ~ ~ ? — ?'(s) "1=0. (3)
h-+o L л J

Тогда существует lim 1 С (предел понимается здесь в смысле 
h -+о Л

4-00

сходимости операторов по норме) и он равен Сх— Usdy' (s).
— ОО

В самом деле: 

—ОО

< vars ? (s ~ — ср' (s) J; (4)

Следовательно, для любого элемента х = Су предел выражения 
существует (предел понимается здесь, как сильный предел). 

Соберем все элементы х, которые можно получить хотя бы при од
ном допустимом С, т. е. С, определйемом формулой (2) с функцией ср (s), 
удовлетворяющей равенству (3). Докажем, что множество этих х всюду 
плотно в Е.

Предположим противное: тогда по теореме Hahn’a существует ли- 

нейный функционал / =# О такой, что \ (ЕДу,/) dtp (£) = О для любого у 
— 00

и любой функции <р(г), удовлетворяющей соотношению (3). Следова
тельно, (Е7(у,/)=0 для любого у и t, в частности, полагая t = 0, 
имеем (£/;,/) = 0 для любого у, т. е. / = 0. Противоречие. Итак, мы 
доказали, что на всюду плотном множестве элементов х существует 
предел в смысле сильной сходимости выражения при h~>0.

Положим Дх = Ит—7—- для всех тех х, для которых предел пра- 
h->0 Л

вой части существует, хотя бы и в смысле слабой сходимости.
3. Исследование свойств оператора А. Докажем сна

чала, что оператор А замкнут. Доказательству предпошлем 
простое замечание, которое мы используем и в дальнейшем.
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Г”' Если Ах определено, го определено также и выражение AUiX 
и имеет место равенство:

AUtx — U tAx = -^Utx. (5)

[ Это следует непосредственно из определения А, если заметить, что
- Ufx _ Uhx — x_Uh [?7fx] — Ufx 

h 1 h ~ h

Перейдем к доказательству замкнутости оператора А. Оператор 
называется замкнутым, если из хп^>х и Ахп—>у следует, что Ах 
определено и что у = Ах.

Пусть хп—>х и Ахп—>у. Согласно (5)
t t

UtXn UqX^^^ UgXnds^^ UsAxnds.
о о

t
Заставляя п —>оо, получаем Utx — x—^ U&yds (мы имеем право 

0
переходить к пределу под' знаком интеграла, ибо | UsAxn — Usy j <

< I Axn — у I) или — ~ Usyds. При t —>0 существует слабый 
о

предел правой части и равен у. Следовательно, Ах существует 
и Ах = у, что и требовалось доказать.

Покажем теперь, что спектр оператора А расположен на мнимой 
оси. Для этого докажем сначала следующую лемму:

Лемма 1.
|(Л-М)х>|а|-И ($

гЭе к = а4-гт.
Эта оценка в общем случае не может быть улучшена.
Доказательство. Предположим сначала т = 0. Очевидно, доста

точно доказать наше утверждение для | х | = 1. Предположим, что для 
какого-либо х с |ж| = 1 (6) не выполнено, т. е. что | (Л — И) х | а <| a j.

Согласно (5)

Utx = UtAx = Ut(A-al) x+'-Up. (7)

Существует f, | /1 1, такой, что (/, ж) = 1.
Применяя к обеим частям (7) / и обозначив (Uxx, f) = о (Z), полу

чим <р (t) = 0<р (t) + ф (Z), где <b(z) = (^t(A — al)x, f) и, следовательно, 
| ф (t) | sj а < а; итак, мы имеем | ср' (Z) — аср (z) | л < с и ср (0) = (Uox, f) = 1. 
Пусть ср (z) = ср (Z)/ср2 (Z) I- Тогда, очевидно,

< !°1 и с?і(°) = ср(°) = 1-
Пусть а > 0. <р! (Z) > аср1 (Z) — обозначим — л = р (Z), тогда

р' (Z) > op (Z) и р (0) = а — 'а > 0. (8)

Р (Z) остается на интервале (0, со) положительной. В самом деле, пусть
—самая левая из точек интервала (0, со), в которой p(zo) = O. Тогда 

Р (io) — Р (°) = го?' (ii)> гДе 0 < Zi < Zo, и, следовательно, р' (Zx) < 0, с дру
гой же стороны р'(Zx) > ap(Zj) > 0. Итак, не существует точки на
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(О, оо), в которой р (/) обращается в нуль, а следовательно, р (г) не ме
няет знака. Из (8) следует 
р(0? а значит, и ср (t) = (Uix, /)

а, т. е. р (т) > р (0) е°", следовательно, 
неограничены. Это же противоречит

ограниченности | Ut J. Итак, для т = 0 лемма доказана. 
Если k = o + i't, то положим = е~г'1 Ut. Тогда

.... .. е tztUfx—e izt х . i—------— = Ах — іхх. 
t -»o------------ г

Применяя полученный уже результат к х, получим | Ах — \х j 5* 

> |с1-|ж|. Обозначим через 2 а область определения оператора А.
Лемма 2. А — kl (Х = а-|-й, а =^0) отображает 2а на все простран

ство.
Доказательство. Докажем сначала, что совокупность элемен

тов Ах — \х [ж С 2а] всюду плотна в Е. Предположим против
ное. Тогда существует / 0 и такое, что (Ах — кх, /) —0 для
любого х £ 2а, т. е. (Ах, /) = к (ж, /) для ж£2а. Так как вместе 
ежи Utx£QA, то (AUtx, — (Utx, f), т. e. (Utx, f) = X (Utx,f). Сле
довательно, (Utx, f) = (x, j) eXz; так как eu неограничена на вещественной 
оси, a (Utx,f) ограничена, то (х, /) = 0дляя£2а, т. е. / = 0. Проти
воречие.

Докажем теперь, что множество (Л — XI)х, x£QA, замкнуто. Пусть 
Уп — Ахп — кхп и уп—>у. Согласно лемме 1 и хп имеют предел: lim хп = х. 
Так как хп —>х и Ахп — \хп—>у, то Ахп—^\х-]-у, а так как А—замк
нутый оператор, то Ах определено и Ах = ~кхА-у- Итак, и у = (Л—XI) х 
принадлежит нашему множеству, т. е. мы доказали замкнутость его.

Из лемм 1 и 2 следует, что спектр оператора А расположен на 
мнимой оси и нельзя расширить области определения его без того, 
чтобы множество спектральных точек не стало всей плоскостью.

4. В этом параграфе мы докажем, что для любого h имеет место 
eAh = Un', ehA мы будем определять следующим образом:

ГОО

ehAx — 2 И Апх. (9)
п=0

Покажем, что правая часть формулы (9) имеет смысл для всюду плот
ного множества элементов х.

Рассмотрим совокупность бесконечно дифференцируемых функций ср (г) 
таких, что

lim var [<р (г +/г) — ?w(0] = 0, (10)
N -> оо 

где
W-1 

ж Л А Гі
= 2 •щ’

п=0
р (А

(такими будут, например, все функции вида д2 , где Р (t) — триго- 
+°°j

неметрический полином, а > | h |). Тогда для х = Utydy(t) опреде- 
— СО

лены Апх для любого п. (Доказательство получается так: применяем 
+ со

рассуждения § 2 kXz=J Utydy' (t), чем доказывается существование 
-а
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и т. д.) Так же, как в § 2, доказываем, что множество этих х всюду 
ОО

плотно в Е. Ряд V hn сходится. В самом деле, 
п=0 «

Л'—1 +оо
2 ^hn=\ 

n=0 —оо
4-00

и следовательно, согласно (10) сходится при N—-> со kJ U ty dy(t + h). 
— CO 

oo

^4 ^X Докажем теперь, что если для какого-либо я ряд сходится,
п=0

то его сумма равна U^x. (Достаточно требовать, чтобы

дп^О; (11)п\

как это видно будет из дальнейшего, отсюда уже следует, что ряд (9) 
сходится.)

dnСогласно (5) UtAnx — -^ Utx.

Следовательно,
N-l г

I и^х-и^
n=0 ' n=0

I , * th jN, I
= |m J (t-s + h)N~l ^Usxds\

(последнее равенство есть следствие формулы Тейлора с интегральной 
формой остаточного члена), т. е. согласно (11)

\ut+hx-Ut^ J (t-s + h)^UsA^xds\<
n=0 t

Полагая в (12) z = 0, имеем
ОО 

UhX^^ Апх~, 
n=0

(12)

что и требовалось доказать.
5. В этом параграфе будет доказано, что из слабой измеримости 

функции Vt следует ее сильная непрерывность.
Для случая, когда U цх для каждого х лежит в сепарабельном под

пространстве пространства Е, эта теорема была доказана Dunford’oM (3).
Теорема. Пусть Ut слабо измерима, т. е. пусть для всякого х и 

f {Uix,f)—измеримая функция t. Тогда для каждого х U tx—сильно не
прерывная функция t, т. е. из tn—^t следует \U 1пх— U tx\ —>0.
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Доказательство. В§2 было доказано, что lim ———- суще- 
етвует для всюду плотного множества элементов ж. (Доказательство 
это опиралось лишь на слабую измеримость Ut.) Следовательно, для 
элементов этого всюду плотного множества из h —^>0 следует | Uhx — х j —> 0, 
а следовательно, и из tA-h—^t следует \Ui+hx — Utx\—>0.

Пусть у—произвольный элемент. Тогда

\Ut+hy—Uty\ < I Ut+hy — Ul+hx\ + \ Ut+hx — U tx\ + \U tx ~ U ty \ 
< 2 I у — x\ + \Uhx — ж I .

Следовательно, выбрав х так, чтобы \у — ж|<-|-, а затем 8 так, чтобж 

для | h | < 8 | — ж | < ў , мы получим

\Ui+hy-Uty\ <з,

что и требовалось доказать.

Следствие. Если при h—>0 выражение ——- влабо сходится,, 
го оно сходится и сильно.

Доказательство. Пусть
Иш^=  ̂= Лж, 

h ’
h

= 1 J Ut-Axdt. (13)
о

Так как подинтегральное выражение сильно непрерывно, то при 
А—>0 существует сильный предел правой, а следовательно, и левой 
части формулы (13), что и требовалось доказать.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академия Наук СССР / 5 XI 1939
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