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Пусть Н унитарное (комплексное Hilbert’oBo) пространство, сепара
бельное или несепарабельное. Оператор U в Н называется полуунитар- 
ным, если для каждого h из Н (Uh, Uh) = (h, h), т. e. U*U  = E (уни
тарным, если, кроме того, UU*  = Е). Опираясь на нашу заметку (2), 
найдем все полуунитарные операторы, которые при заданном макси
мальном операторе А представимы в виде F (А), где Е(А)—функция А 
в узком смысле *.

Обозначим через В(з) функцию, которая почти всюду совпадает 
° и по абсолютному значению за исключением
множества А-меры 0 равна 1, через о0(з)—вещественную функцию, 
почти всюду равную пределу lim и0 (з, т), где В (к) и и0 (з, т) опреде
лены в предыдущей заметке (2).

Теорема 1. Полу унитарный оператор U, представимый в виде 
В(А), где А заданный максимальный оператор, a F (А) — функция А 
в узком смысле, определяется функциями

Fi^—e^-, F2(z) = B (з); F3(a)—eiv^
и их произведениями, причем t^O.

Операторы Ut = eeitA, t^O, образуют систему полуунитарных опе
раторов, для которой: 1) Us¥t = UsUt, если s> 0, t^Q- 2) (Uth,g)~ 
непрерывная функция t. Назовем систему полуунитарных операторов Ui, 
t^O, со свойствами 1) и 2) непрерывной однопараметрической полу
группой полуунитарных операторов. Полугруппа esi(A, i > 0, поставлен
ная в соответствие максимальному оператору А, определяет его одно
значно. Более того, имеет место

"Теорема 2. Каждой непрерывной однопарамеапрической полугруппе 
полуунитарных операторов Ut соответствует максимальный оператор А, 
с резольвентой в нижней полуплоскости, так что

СО

Utf = eilAf=^e^dE(^)f, (1?
—СО

где Е (Л) — спектральная функция оператора А (*).  Достаточно предшь 
ложитъ вместо непрерывности только измеримость (Uth, g).

* Обозначения см. (г).

708



Если U—полуунитарный оператор, то его неотрицательные степени 
Un образуют дискретную циклическую полугруппу полуунитарных опе- 
ратсров, для коте рой существует интегральное представление, ана
логичное (1).

Теорема 3. Пусть U—полуунитарный оператор. Тогда имеет 
место интегральное представление:

Unf= di (Зе) /, п 0, (2)
-%

где I (8) — аддитивная функция интервала 8 на окружности ( к | = 1, для 
отклонения D (8Х, о2) = 1 (8Х 82) — I (82) 1 (8Х) которой имеем:

(D (8Х, 82) h, h) = J <р (е* S2; h) de* = J ф (8Х, е*, h) de~*i 
Si S2

u cp (ei9, 82; h), ф (8X, eie; h) суть граничные значения функций ср (к, 82; h), 
ф (8Х, к;А), аналитических в круге |к|<1, к = ге’9, и удовлетворяющих 
условиям:

ТС 7?

51 ср (к, 82; h) I db < хх (82, Й); J | ф (8Х, к; h) | < х2 (8Ь h).
—те —tg

Обратно, каждая аддитивная функция интервала I (8) на окруж
ности |к | = 1 с этими свойствами отклонения и свойством полноты 

^dl^f — f порождает с помощью представления (2) дискретную ци- 
-л 
клическую полугруппу полуунитарных операторов.

Теорема 3 стоит в тесной связи с спектральной теорией максималь
ного оператора, изложенной в ^), допускает, однако, самостоятель
ный вывод. Пусть Ви = (U — р£)-1—резольвента оператора U при | р • > 1 
и Вх = В*,, где X' =— при | к | < 1.Л

Имеет место функциональное уравнение:

Q-i) ВхВц+ ^+рви+я=о,
,, 1 из которого следует, что если положить к=— А

то

(Q {г, 0) h, h) 5s 0; \ (Q (г, 6) h, h) d0 = (h, h),
-Л

/(8) в (2) определяется из соотношения

(I (S) h, h) = lim \ (Q (r, 0) h, h) dQ
Г-,! J

[8—интервал непрерывности (/ (8) h, Л)].
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Рассмотрим подпространство Н^, состоящее из совокупности всех 
элементов g, удовлетворяющих уравнению A*g = Q, и выберем в Н^ 
нормированную ортогональную систему {go.} (может быть, и несчетную), 
порождающую Н^. Элементы Z (8) ga при переменном 8 порождают под
пространства На., инвариантные по отношению к U и ортогональные 
друг к другу. Совокупность всех элементов из Н, ортогональных 
ко всем На., образует инвариантное подпространство Но, причем опе
ратор U будет унитарным, если его рассматривать только на Но. 
В каждом На. оператор U изометрически эквивалентен некоторому 
оператору V, определение которого мы сейчас дадим. Пусть L—сово
купность функций F(ei0), почти всюду равных пределу lim F(k), 
X = rei0, где F (X)—функция, аналитическая в круге | X | < 1 и такая, что

1\Р(ге™)\Чв<К.

—те

L после определения скалярного произведения
75

(F1,F2) = ^^F1(^)F^)dB 
—те

станет унитарным пространством. В L оператор V определяется соотно
шением:

VF ^<>)=е^Р{е^.

Нл может быть изометрически отображено на L, так что U индуцирует 
в L оператор V. Отметим еще, что если С (е10) = lim С (X) и С (X) в круге 

г-»1
| X | < 1—ограниченная аналитическая функция, то оператор

C(U) = ^C^)dl(\), 

—те

рассматриваемый на Ha, индуцирует в L оператор С (V):
С (V)F(e^C (e^F^).
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