
Доклады Академии Наук СССР
1938. Том XVIII, № 2

МАТЕМАТИКА
К. ПЕРСИДСКИЙ

О ЗАКОНЕ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 3 XII 1937)

Пусть xlt х2,..., жп,.. —зависимые или независимые величины.
Допустим, что существуют математические ожидания этих величин: 

| = Сз (8 = 1, 2,...).
Будем говорить, что равномерно (относительно s) сходятся, 

если для наперед заданного числа а > 0 существует такое конечное 
число L = L (а), что ЭДУ | | < а (s = 1, 2,..., п,...), где символ ЎЛ' |xs |
означает ту часть которой соответствуют частные значения ве
личины xs, модули которых больше L.

Положим для определенности ДП: xR = 0 и обозначим через 1 — q 
вероятность выполнения неравенства

I + ж2 +••• + | < £«• (1)
Пусть

т _ 9Й ] хг + ж2 + .- + ,1 — ~ — 11 + І2,

где 1Г означает ту часть величины I, которой соответствуют частные 
значения величины (зу -j- х2 + ...+ жп), удовлетворяющие неравенству (1), 
а 12 означает остальную часть величины I.

Имеем 1Х < е. Можно допустить, не нарушая общности рассуждений, 
что частные значения величины xs (s = 1, 2,...) образуют некоторое 
счетное множество ж!1’, х^,...- тогда величина п 12 будет суммой
величин вида:

в которой сумма всех pai...as...an равняется rt, так как 

| ... + 4- ... + > nz.
Но

Сумма произведений j | pai...as..,an будет не более Lij-f-a, так как 
часть этой суммы, которая соответствует значениям х^>, по модулю не 
большим L, будет не более L't], а остальная часть суммы, которая 
соответствует значениям xs , по модулю большим L, будет не более ЭД?' |#s | 
и следовательно будет не более а.

Отсюда имеем, что п I2 < п Lt] + па или I2 < Lt] + а.
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Отсюда следует:
Лемма 1.

г те | жі + ж2 Н----------- Ь ■' « I . 7. ।' =----------- ------------- s+ Lt\ + а.

Имеет место следующая теорема:
Теорема 1. Если величины ж2,..., хп,... удовлетворяют равно

мерной сходимости |, то чтобы они удовлетворяли закону больших 
чисел, необходимо и достаточно условие:

lim / = 0.П->ОО
Действительно, это условие достаточно, а необходимость его вытекает 
из леммы 1.

Пусть ys = xs — zs, где zs = 0 при | xs | < L и zs = xs при | xs | > L. 
Положим Д = (ЭД' I + ■• •+ ЭД' \^п I) ■ п, очевидно, что и (ЭДЫ + -+ 
+ ЭД I Zn I).: n = A < a.

Имеем:
ЭД ! + • • • + |  ЭД j 31 + ... + Zn I < ЭД j g/1 + У 2 +.. • + yn I <

<ЭД|^1+---+^п| + ЭДН1 +•" + ^І-
Отсюда имеем, что 

г_  л . - Уі E Уг + ■ • ■ + Уп I т I a

Следовательно имеет место следующая лемма:
Лемма 2. Если величины хх, х2,...хп,--- удовлетворяют равномерной 

сходимости ЭД|«81, то, чтобы они удовлетворяли закону больших чисел, 
необходимо и достаточно, чтобы вероятность выполнения неравенства

I Уі + Уъ + • • • + Уп | < , 
при достаточно большом значении L, была сколь угодно близка к еди
нице, если только п имеет достаточно большое значение.

Так как величины ys равномерно относительно п ограничены, то из 
леммы 2 следует

Теорема 2. Если величины xlf х2,..., хп,... удовлетворяют равно
мерной сходимости І, то, чтобы они удовлетворяли закону больших 
чисел, необходимо и достаточно условие

0/1 ~Ь Уг + ■•■ + Уп^ 
пг (2)

при достаточно большом значении L L(^) и достаточно большом зна
чении n^n^L,^), где 3—любое наперед заданное положительное число.

Так ка^к 3Jlys =^lxs zs ~^zs и |ЭД zs | < ЭД | zs | < и, то 
і ЭД г/s I < a. Следовательно, если положим us = ys — Wjlys, то из леммы 2 
следует, что лемма 2 не нарушится, если в ней величины ys заменим 
величинами us. Отсюда следует, что и теорема 2 будет иметь место, 
если в ней величины ys замени^величинами us.

Допустим, что величины xs попарно независимы.
Тогда

теК + Ма+.-.+ и»)2 = JK“L+ +-.-+Ж»2 (Z + a)2 
п2 п2 п '

Отсюда следует теорема (х).
Теорема 3. Если величины хг, х2,..., хп,... попарно независимы, 

то условие равномерной сходимости ЭД | xs | является достаточным усло- 
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вием, чтобы величины xz,..., хп,... удовлетворяли закону больших 
чисел.

Из последней теоремы как следствие вытекает известная теорема 
Хинчина (2). Действительно, если ^ = ^2 = ---Sж, то из существования 

следует и равномерная сходимость |.
Марков (3) дал следующую теорему: если 

где 8>0 и с—суть некоторые постоянные величины, то попарно не
зависимые величины хг, xz,..., хп,--- удовлетворяют закону больших 
чисел.

Эта теорема Маркова есть также частный случай теоремы 3. Дей
ствительно, из неравенств

| (5 = 1, 2,...)
следует, что

(* = *, 2,..., п,...).

Отсюда следует, что равномерно сходятся.
Научно-исследовательский институт Поступило
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