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Содержанием настоящей работы является решение задач о распро

странении колебаний, связанных с одним волновым уравнением 
д-и дги_  1 дги
даА дуг = 1А ' ~д^ ' V '

причем границей среды служит окружность (внешняя задача). Мы даем 
решение задачи Коши — Дирихле для внешности круга радиуса 1 в пред
положении существования решения этой задачи. Математически эта 
задача ставится, как задача отыскания интеграла уравнения (1) для 
г>1, удовлетворяющего так называемым начальным и граничным 
условиям

ОО

Il lt=o = ll0 (г, 0) = 2 ап} (r) cos + № (r) si’1
П=° (2)
ОО v 7

~ і =Wo(r, 0) = V (r) cos пВ Д- (r)sinn0,ОІ |І = 0
П=0 '
оо

W'lr=i = ?(®, *) = 2 Рп (t) cos пв + qn (t) sin пВ. (3)
n=0

Мы предполагаем, что коэффициенты а(п (г) и b'n (г) разложений 
в ряд Фурье функций, определяющих начальный режим, удовлетворяют 
условию вида:

lim гп+е а(п (г) = 0; lim r"+1+sa(n (г)=0. (4)
г-^оо r->oo

Условия (4), очевидно, будут удовлетворены, если функции (г) 
и Ьп'1 (г) обращаются в нуль при значениях г, превосходящих некото
рый предел.

Для решения задачи воспользуемся представлением решения урав
нения (1) интегралом, данным в предыдущей заметке, аналогичным, 
интегралу Даламбера. Имеем:

СО ОО

и = 2 (аг — г cos Л;) + A^t2) («і-|-г cos/г;)] cos п0 4-
п=0 О

+ [5^ (ai — г cos (аг + г cos h^)] sin пВ} cos hn^ d^. (5)
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Удовлетворяя начальном условиям (2), мы должны иметь

ап (г) = [А^ ( — г cos М) + Ап> (г cos /г?)] cos hni di, 
о 
ОО

( — г cos hi) + Ап} (г cos М)] cos hni di.
О

(6)

Аналогичные интегральные уравнения получаем и для искомых 
функций В{п {i — , 2). Интегральные уравнения (6), представляющие 
собой обобщенные интегральные уравнения Шлёмильха, решение кото
рых было нами приведено в первой заметке, позволяют найти функцию 
А^ при изменении аргумента в интервале ( — со , — 1) и функцию А^ для 
значений аргумента, находящихся в промежутке (1, оо ). Имеем для 
га > 1

СО

Ап} ( — г) + А^ (г) = — 4 (г 003 +
о

+ г cos hia^ (г cos М)] Tn-i (sec hi) di (7)

M

co

A^' (— r) + АпУ (r) = — ^ 5 cos + 
0

+ r cos hia(n (rcos/г^)] Tn-i(sechi)di. (8)

Для и = 0, имеем
ОО

J^rcosM)^ » (9)
О 

и 

со

А«' (— Г) + А^' (г) = С 42)' (г cos hi) di, (10)
J 
0

причем предполагается, что функции а(п (г) обращаются в нуль при г < 1. 
Равенство (8) может быть заменено через

Г со
Ап° (— г) — А^ (г) = -2 j dp па(п (р COS hi) 4- 

со О
+ рсозЛ$ап2) (pcosA;)] Tn-i(seehi)di. (11)

Аналогично, равенство (10) может быть заменено эквивалентным, 
но для сокращения письма мы его не выписываем.

Равенства (7) и (11) определяют искомые функцииА^ (— г) и А^2) (г) 
для г, изменяющегося в интервале (1, оо).

Аналогично определяются функции Вп\
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С целью определения и В^ для других значений аргумента 
будем удовлетворять граничным условиям; при этом должны иметь:

ОО ОО
Pn(t)=^ A^(at —cos hi) cos hnidi+^ Ап} (at-}-cos hi) coshnidi, (12) 

0 0
oo co

qn(t) = (at — cos hi) cos hnidi-}- ^B(n (atcos hi) cos hnidi. (13) 
0 0

Займемся нахождением искомой функции Лд’ для значений аргу
мента, изменяющихся в промежутке (— 1, со) из интегрального уравне
ния (12). Введем в первый интеграл уравнения (12) новую переменную 
интеграции z — at — cos hi, а во второй интеграл C = ai-)-cosA<;, тогда 
получаем

^nUTnlat-z'ldz ? A™ (z) Tn (z - at) dz
PnW~ J V(at-z)*-l~ + J ~ У(z — at)* — 1 ’

Второе слагаемое первой части интегрального уравнения (14) представ
ляет собой известную функцию для всякого t > 0. Первое же слагаемое 
уравнения (14) разобьем на две следующим образом:

1 А^ (z) тп (at - z) dz A^(z)Tn(at-z)dz
У (at—z)* — l J l/(at—z)a—1

a c 14> (z) Tn (at — z) dz
(15)

Первое слагаемое правой части равенства (15) представляет собой извест
ную функцию. Для сокращения письма обозначим:

eA^(z)Tn(at-z) dz
1 /(at - z)^l

Г A™ (z) Tn (z - at) dz
J У (z — at)* — 1

= №(t),

hn} (t).
(16)

При принятых нами обозначениях интегральное уравнение (14) 
примет вид:

сп /9\ atC (г) Т (at — z) dzPn(t)-h^(t)-h^(t)= \ -^4====— • (17)
Д y(at-z)*-l

Заменяя верхний предел интеграла одной буквой х, т. е. полагая 
at — 1 = х, имеем 
* (Ш) - w с~У) - С41)=j 444^' ■ <і8> 

причем левая часть равенства (18) при х= — 1 обращается в нуль 
в силу непротиворечивости граничных и начальных условий. Уравне
ниями типа (18) еще до появления общей теории интегральных уравнений 
занимался в 1884 г. Сонин (г).

Из общей теории интегральных уравнений первого рода типа Воль- 
терра (2) следует, что уравнение (18) имеет единственное решение.
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Обычными методами мы находим решение уравнения (18), которое 
имеет вид:

у
л<“ О) - ( (у - 2) [ л С^) - Л™ (і±>) - М? (^) ] dz. (19)

-1

Резольвента Hn(z) определяется выражением вида:
о+гсо

н”« = « ) «“.ХЙ*- <20>
о—гоо

где Kn(s) — известная из теории Веавеіе'вых функций функция Basset — 
Macdonald’а, а 8 — достаточно большое положительное число. Решение 
задачи Коши —Дирихле для внешности круга радиуса 1 имеется теперь 
полностью, так как формулы (7), (11) и (19) определяют функцию 
для значений аргумента, изменяющихся в промежутке (— оо , -|-оо), 
и функцию Ап^ для значений аргумента, находящихся в интервале 
(1, со). Аналогично находятся функции Вп(р). Но, как видно из фор
мулы (5), дающей решение уравнения (1), аргументы искомых функций 
как раз изменяются в указанном промежутке.
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