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Содержанием настоящей работы является решение задач о распро­
странении колебаний в пространстве двух измерений. Рассматриваются 
те случаи, когда задача сводится к одному волновому уравнению или 
к системе двух волновых уравнений, как это имеет место в теории 
упругости, причем границей среды является окружность (внешняя и 
внутренняя задачи).

Мы развиваем методы, предложенные Н. ЬатЬ’ом. В своей работе 
Н. Lamb (1) находит для случая радиальных колебаний в пространстве 
двух измерений аналог решения, данного Даламбером для одномерного 
волнового уравнения.

Подобная форма решения дана еще ранее Т. Levi-Civita(2).
Интеграл двумерного волнового уравнения

дги . д2и  1 д2и ...
~дзА^ д^~~а2 ' dt2 W

для случая радиальных колебаний, данный Леви-Чивита и Лэмбом, 
имеет вид г со

U = ["/—-^-cosftQ H-У ^-|--^-cosA^ J <7$

и является, как’нетрудно усмотреть, аналогом решения, данного Далам­
бером. В данной работе мы строим формулу, являющуюся аналогом 
решения Даламбера для случая произвольных колебаний, и разраба 
тываем вопросы распространения упругих возмущений при наличии 
границы в виде круга.

Интеграл волнового уравнения (1), представляющий обобщение реше­
ния Лэмба и Леви-Чивита, имеет вид:

U = Ап’ —^-соз Л0 + А^ Q — cos Jcos hn-Хе іпв, (2)

где и —целое положительное число или нуль.
Докажем, что первое слагаемое равенства (2)

U^ = J Л*,1’ ^--^cosA^cosAnSdS хе™\ (3)
О 

представляющее собой расходящуюся волну, действительно удовлет­
воряет уравнению (1). Предполагается, конечно, что функция Ап’ (р) 
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должна быть такой, чтобы интеграл формулы (3) сходился. Доста­
точным (но не существенным) условием для этого является

lim (р) = 0, (4)
р.—>—СО

где г — любая положительная величина. Подставляя выражение (3) 
в волновое уравнение (1), преобразованное в полярных координатах, 
имеем

ОО

0 Мл2 ' г дг^г2 Зв2 J dt2 J (г2 д«[Лп (^5 аС°8Лм] 
о

— ~ А^ cos j cos di X ein® =
£=CO

= — {у Г cos hni sin hiA^ — уСОзЛЕ^ J + 
5=0 

5= co

+ “ sin hniA^ — cos ] } ein® = 0.
5=o

Условие (4), очевидно, будет удовлетворено, если (р) обращается 
в нуль при отрицательных значениях р, превосходящих некоторый 
предел. Аналогичное доказательство применимо и ко второму слагае­
мому равенства (2) при условии, что

1ІШ рЛ+Мп’(р) = 0. (4')
р.->оо

Докажем теперь, что всякое решение U (г, 0, /) волнового урав­
нения (1), обращающееся в нуль на бесконечности, может быть пред­
ставлено в виде:

ОО со

V (r,0,z) = V [Ф^4 (г cosAE, t) созпВ.+ Фп’ (г cos hi, t) sin nA] coshnidi, (5) 
n=0 0

причем функции Ф„ (r cos ЛЕ, г) = Ф„(Х, t) удовлетворяют уравнению ко­
лебания струны:

(X г)  1 . (A, t)
ЗХ а2 ді2 •

Характер обращения функции U (г, Q, t) на бесконечности мы выяс­
ним в дальнейшем.

Для доказательства нашего утверждения разложим функцию U {г, 0, t) 
в ряд Фурье; имеем

U (г, 0, г) = (г, t) cos п0 + а„> (г, t) sin n0. (7)
п=0

Подставляя в формулу (5) вместо U {г, 0, г) его значение, опреде­
ляемое выражением (7), и приравнивая в обеих частях коэффициенты 
при cos п0 и sin п0, получаем независимые одно от другого два интег­
ральных уравнения для определения Ф^4 и Ф^

ОО

а(п{г, t)= Фп} (г cos hi, t) cos hn^dz. (8)
о

/7 = 1,2 \
77 = 0, 1,2... )
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Для случая п = 0 аналогичное интегральное уравнение было решено 
Schldmilch’oM (3) в 1857 г.

Мы занимались (4) решением уравнения, аналогичного (8), в 1934 г. 
Для сходимости интеграла (8) достаточным условием является, чтобы 
искомая функция Ф^ (р, t) удовлетворяла условию

lim Пп+'Ф„ (р, t) = О, 
р.->со

где е —любая положительная величина.
Пусть функция а^п (г, t) непрерывна вместе со своей первой произ­

водной по г при 0 < г < оо и удовлетворяет условию
lim 1 О = 0; s > 0 (9)
Г->СО

тогда интегральное уравнение (8) имеет непрерывное решение в указан- 
дгап (г, t) (г, t)ном интервале, и если —~—- непрерывно, то ■— ---- ■ существует и 

непрерывно, причем такое решение единственно при условии, что
lim ^+'Ф^ (г, t) = 0. (10)
Г—>ОО

Функция (г, t) определяется следующей формулой, при п целом поло­
жительном

Фп’ (г, t) = — £ па^ (г cos №, t) +
о

да^ (г cos h^, t) ,
+ ^C08« - ^-ДзесВД (И)

где Тп (р) = cos (п arc cos р.)—полином Чебышева.
Для случая п = 0 уравнение (8) было решено Schlomilch’oM и реше­

ние имеет вид:
с 2 7 (г cos hi, t)

Ф(о Г А= --r\ ----У-----u ' 7 it J 5(rcosAc)
о

Находя от обеих частей выражения (11) частные производные вто­
рого порядка по г и по t, мы убеждаемся, что функция Ф„(г, t) опре­
деляемая формулой (11), действительно удовлетворяет уравнению коле­
бания струны, при условии, что функция

а(п (г, t) [cos nQ + sin п0] 
удовлетворяет уравнению колебания мембраны.

Из формулы (11) мы видим, что характер обращения в нуль на 
бесконечности искомых функций Ф„ (г, t) таков же, как и заданных 
функций а(п (г, t). Таким образом, нами доказана представимость вся­
кого решения уравнения (1), определяемого равенством (7), коэффици­
енты Фурье которого удовлетворяют условию (9) в виде равномерно 
сходящегося ряда вида:

U (г, 0, t) =2 [ У Мп’ (at—r cos + Ип’ (at + Г cos Л$)] cos hn-d' cos я© J + 
n=0 б

+ 2 { Is"4 (at — r cos (at + r cos cos hn^sin J
n—1 0
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Предполагая существование решения задачи Коши для уравнения (1), 
мы на основании изложенных результатов получаем решение этой задачи 
без всяких затруднений.

Действительно, обращаясь к формуле (12), мы видим, что должны 
определить произвольные функции так, чтобы

U= U0(r, 0) = 2 (r) cos И sin ' |
t (13)

| = Uo (г, 0)=2 (r) cos (г) sin п0,
1—0 , п=0 '

причем функции а^п (г) и (г) удовлетворяют условию (9), а функции 
ц(п(г)и b (п (г) условию (9), в котором п заменено п-j-l. Удовлетво­
ряя начальным условиям (13), мы должны иметь

ОО

(г) = J [ ( — г cos hi) + А„1 (г cos Лс)] cos Ли; di,

1 ■ 4 ш)
А (г) = j [ АпУ ( — г cos hi) + А„у (г cos Л£)] cos hni di. 

о 7
Аналогичные интегральные уравнения получаем и для искомых 

функций В^(і = 1,2). На основании формулы (11) решения интеграль­
ных уравнений (14) для имеют вид:

А^ ( — г) + Ап} (г) = — 4 J (r cos + 
О

+ г cos Ка(пУ (г cos hl)] Tn-i (sec hl) dl (15)
и

co

Any (~r) + A™ (r) = - j [na^ (r cos hi) + 
0

+ r cos hia™ (r cos hi)] Tn-i (sec hi) di. (16)
Для n = 0, имеем:

CO

Ao1’ ( — H + Ao2’ (r) = — J «о4’ (r cos hi) di (17)
0

И
co

Ao4’ ( — r) + Aoar (r) = —— J «о2’’ (r cos hi) di. (18)
0

Равенство (16) может быть заменено через
г оо

( — г) — А(п (г) = ( dp ( [пйп2) (р cos М) +
J J

+ р cos hia^ (р cos /г£)] Tn-i (sec hi) di. (19)
Аналогично, равенство (18) может быть заменено эквивалентным, но 
для сокращения письма мы его не выписываем. Решение задачи Коши 
имеется теперь полностью, так как формулы (15) и (19) определяют Ап^ 
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для отрицательных и А^ для положительных значений аргумента, 
тогда как определение для положительных значений аргумента дано: 

A^(at) + A^(at) = Q, (20)
что представляет собой условие «непрерывности» в начале координат (5). 

Автор выражает признательность акад. С. Л. Соболеву, давшему 
несколько ценных советов.
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