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1. Рассмотрим упругое равновесие однородного анизотропного тела, 
имеющего форму бесконечного полупространства, ограниченного поверх­
ностью параболического цилиндра, под действием внешних усилий, 
распределенных по цилиндрической поверхности.

Предположим, что 1) тело следует обобщенному закону Гука в наи­
более общей его форме (упругие свойства характеризуются 21-й неза­
висимой упругой константой); 2) внешние усилия не имеют составляю­
щих в направлении образующей цилиндрической поверхности и не 
меняются вдоль образующей; 3) объемные силы отсутствуют; 4) дефор­
мации, испытываемые телом, малы.

Примем какое-нибудь сечение, нормальное к образующей, за пло­
скость XOY- на плоскости XOY получается область S, внешняя по 
отношению к параболе. Направим оси OX, OY так, чтобы уравнение 
контура L области S имело вид:

у— ах2 (« >0) (1. 1)

или, в параметрической форме
x — t, у = аР ( —оо<г<со). (1.2)

Изотропное тело, находящееся в указанных условиях, испытывает 
плоскую деформацию (относительно плоскости XOY). Анизотропное 
тело, упругие свойства которого характеризуются 21-й независимой кон­
стантой, находящееся в таких же условиях, испытывает деформацию 
более общего вида: проекции смещения на оси координат зависят только 
от х, у, но w #= 0; мы называем деформацию этого рода обобщенной 
плоской деформацией. Лишь при наличии определенных зависимостей 
между упругими константами деформация будет плоской (х).

Академиком Н. И. Мусхелишвили дан метод решения плоской задачи 
(с случае изотропного тела) для полубесконечных областей, основанный 
на применении интегралов типа Коши и в частности найдено эффек­
тивное решение для области, внешней по отношению к параболе (2). 
Метод акад. Н. И. Мусхелишвили с небольшими изменениями оказы­
вается приложимым и к рассматриваемой нами задаче.
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2. В случае обобщенной плоской деформации тела с анизотропией 
общего вида получены следующие общие формулы для компонент 
напряжения (3):

ая = 2Ве[ рЖ(г2)'+^зФз(23}], 4
= 2Ве[ Ф^)}- ФИг2)+ |

тяу=-2Ве[ Р1Ф1(г1)+ } (2.1)
тяг = ' 2Re[p1X14\(z1) + p2X2®2(z2)+ . РзФз(^зЖ I

• T^=-2Re[ WZJ+ Х2Ф2(22)+. ФзЫ]; j

= — («133х + П23<Зу + «зЛі + а35ххт + «Зв^хуК (2- 2)
®33

Здесь ац — упругие постоянные из уравнений обобщенного закона 
Гука, разрешенных относительно компонент деформации,

^h, Pfe = a/{ + ^k
(7с = 1, 2, 3; > 0)

комплексные числа, зависящие от упругих констант, ФЛ (zft) — анали- 
, . _ d<bk

тические функции комплексных переменных z^. = ж + Ф^ (Zk) — .
На' цилиндрической поверхности, т. е. на контуре L, компоненты 

напряжения удовлетворяют условиям
ая cos (п, х) + тжу cos (п, у) — Хп, 1
тяу cos (и, ж) + зу cos(n, у) = Yn, (2.3)
txz cos (П, х) + xyz cos (п, у) = 0. J

Здесь п— внешняя нормаль к контуру L, Хп, Yn проекции внеш­
них усилий на единицу площади.

Введем новые переменные:
xk = x + xhy, Ук-^кУ- (2- 4)

Тогда Zk = xk + iyh (/с = 1,2, 3).
Задача сводится к определению трех функций Ф/. (zk), голоморфных 
соответственно в областях Sk— на плоскостях zk, полученных из S путем 
афинного преобразования (2. 4). Эти области — внешние по отношению 
к параболам:

Хк = t Л ^к^^, Ук = ^к^І (2* '4

В—’тот же параметр, что и в (1. 2)].
Введем дополнительные ограничения: 1) главный, вектор усилии 

Хп, Yn, действующих на некотором отрезке контура L, стремится 
к определенному пределу, когда концы отрезка уходят на бесконеч­
ность; 2) выражение

Д — |Jj — р2 + ^2^чз (Нз ~ Hi) 4“ ^з (Нз ” Rs) (2-6)

отлично от нуля.
В силу первого ограничения при больших j zk)

= (2-7)

3. Области S, Sk можно отобразить конформно на нижнюю полу­
плоскость т] 0 таким образом, что точке t на границе полуплоскости
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будут соответствовать точки на контурах L, Lh областей S, Sk с коор­
динатами (1. 2) и (2. 5). Отображающие функции имеют вид:

z = С + iaZ2, 
Zk =

(3.1)
(3. 2)

(С, Сй — точки в нижней полуплоскости). 
Обратные соотношения:

х 7 2ш ’ (3. 3)

(3. 4)
Для точек на L, Lh с координатами (1. 2) и (2. 5) 

Цг) = Сй (zk) = t.
Положим:

Фй (zh) = Фй [Сй + ] = Фй (Сй).
Тогда

(3.5)

ФйЫ = т^ЬЙ = ^^и- (3. 6)1 + у/ J 4д|1Л2/.

Условия (2. з) запишутся таким образом: «

Л « + 92^2 « + ГЗ W « +
+91^1 (t)+р2т; (г) + р3х3ф; (о = - xn (t) ў і+4«v2, 

Tl(f)+. ^2(«)+ Х3Тз(/) +
> (3.7)+ адн Ч-И0+ = Yh(t)]/l+ia^-,

М’И^) + М;2(^)+
+ X1T((f) + X2T3(i)+ Тз(і) =0

[рй, Т'й (г) —величины, сопряженные с рй, ^k, Ф’ИО]-

Умножим обе части равенств (3.7) на — • (где f — точка гра- 
ницы полуплоскости, С —точка в нижней полуплоскости) и проинтегри­
руем по всей границе полуплоскости.

Из (3.7) получаем (4):

(Q + р^а (С) + Рз W (С) = ^±4«^ dt ,
J Ь --  S

— ОО 

со __

ф;(0 + т2(Q + х^й = dt,

— ОО

X1^(Q + k2^(Q+ W)=0-
Отсюда:

1
IniA

у i + 4а2^2 dt,

х„ (^і^з 1) 4- X „ (рДДз рг) | 4Д2^2
С } (3.9)

Ц%(П=.—1 -
3 w 2гаЛ t-C

^=^^-/'1+4а2г2 dt.
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Следовательно

ф; (z?
1 1

ОО ■
С Уп(1 — Мз) + (й2 — Нз^?з) 1/^ j 4 „2/2

■

У1 + 4я]і1г1 2ліД J J ± | ta z at,

Фа (z2)
1 1 С У„(^1^3—1) + I п (РзМз H-l)l/l l•4„2^2л7^ (3.10)

У1 + 4a|iaza 2таА J t - ?2 (г2\ ’ ' '
— ОО

1 1
ОО

С -^«(^г—^1) + —іч^і) у । у ia2t2dt
J (гз)

— ОО

1 3 У 1 + 4a|i3z3 2гаД

При а==0 получим решение для полупространства, ограниченного 
плоскостью ^ = 0(х.

4. В частном случае при k1 = k2 = k3 = 0 получаем решение плоской 
задачи (для случая плоской деформации):

Ф^г)
1

У1 +

СО

1 с
2лі (hj — ца) J 

— ОО

Xn /1 + 4a2Z2 dt,
t — ?i (zi) ’

> (3.11)

Фа (z2) = 1
У1 + 4ар.аза

1
2ra (щ —Нг) Xn t V1 + 4а2?dt, * -  ’2 (Зг)

ФзЫ = О.
Компоненты напряжения определятся по формулам (2. 1)—(2. 2).
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Ц Интегралы (ЗЛО) надо понимать в смысле их главных значений. 
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