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МЕХАНИКА
В. В. СОКОЛОВСКИЙ

ПРЕДЕЛЬНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ СЫПУЧЕЙ И ЗЕМЛЯ
НОЙ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ

(Представлено академиком Н. Е. Кочиным 27 VI 1939)

Эта статья является обобщением опубликованной нами в ДАН, 
XXII, № 4, 1939 (Д теории предельного равновесия сыпучей и земляной 
среды.

Мы рассмотрим теперь среду, в которой угол трения р и коэффи- 

циент сцепления —= по горизонтальным плоскостям^ будут меньше, COSp
К чем соответствующий угол трения р и коэффициент сцепления по- 

другим плоскостям (2:
- К К 
р < р, --- — < ------ .

cosp C0SP
В каждой точке такой среды помимо условия

+ (!)
должно выполняться условие

I | = + Oxtg р . (2)
cosp

При возникновении предельного состояния в этой задаче будут, 
таким образом, две области, в одной из которых

I Xnt | = —— + 3n tg Рэ I тхуI =+3xtgp (3)cosp COSp
и в другой

Эти области отделены кривыми, вдоль которых

(4) 
COS Р cos р

) ^nt | -- к 1r’ntgp, т .
- к

1— 'Т Г су п * (5)cosp 1 1 1 - 1 cosp Г Hi

(* Нетрудно те же рассуждения прогецти для случая, когда плоскости слоев 
наклонны.

(2 Мы будем предполагать, что К sin р > К sin р, что и имеет место на практике, 
так как К мало.
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формулы (3), (4), (5) могут быть переписаны соответственно в виде:

— sin р К 
cosp

(З')

2 • +
- sin p

2 . -f-— sin p ‘У

-xy| = —= + =xtgp; 
COSp

I К . -:xy = — - + axt g p.cosp

(4')

(5')

В статье (г) мы приняли

«х = о [1 + sin Р sin (2ср + р)] —

= а [1 — sin р sin (2® + р)]

К 
sinp ’

К
sinp’ :жу = — s sin р cos (2® + р).

(6)

Подставив 
условия (3):

(6) в (З'), получим значения ср, при которых имеют место

Подставив

5 _ ₽ _ Р _ ? < щ
4 2 2 2 *

2. _ Р । Р_ _ *
4 2'2 2

где х = arc sm

имеют место условия (5):

Pi .Pi* 
2 ~ 2 ^ 2 ’

“ р р X
4 2 2'2’

К sinp — К sin рЛ 
osin2p /

(7')

(7")

(6) в (5'), получим уравнения кривых, вдоль которых

К sin р — К sin р 
sin р [sin р —■ sin р cos (2ср + р + р)]

К sin р— К sin р

(8)

sin р [sin р + sin Р COS (2<р + р — р)]
(9)

В статье (х) нами были приняты обозначения 

S=«pi„» + T, (10)

Подставив (8) в (10), получим кривую, состоящую из двух ветвей. 
Одну ветвь этой кривой

h)
получим при изменении ср в пределах

л р р 1 • sinp • я р р
Т" 2 2—Т агс КШ sin p ? —2 -

Она изобразится на фиг. 1 в виде BE.
Другую ветвь этой кривой

? = ?ш(?)> ^ = ^1ш(ф) или т) = Лп(с), ? = ?ш($), ? = ?ш(^) 
получим при изменении ср в пределах

р р , 1 . sin р-ф arc sm —£ .2 2'2 sinp

Она изобразится на фиг. 1 в виде CL.

(И")
" __Р _ £
2 2 2

О

а =

4
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Подставив (9) в (10), получим кривую, состоящую из двух ветвей. 
Одну ветвь этой кривой

(?) или = Л (?) 

получим при изменении <р в пределах

Она изобразится на фиг. 1 в виде AF.

Другую ветвь этой кривой

? = ?iv(?), ^ = ^liv(?) или 7) = Лу($) 

получим при изменении ® в пределах

Л р . р I „ . sin р . р . р
4 2'2 2 sin р ' 2'2

Она изобразится на фиг. 1 в виде DF.

733



Если рассматриваемая среда сыпучая (К = К = 0), то вместо (11), 
(12) на плоскости ($, ц) соответственно получим четыре прямые в виде:

f ТС , , — , • sin Р ТС р О 1 . sin р .т = ; — - 4- р Ц- р arc sin-——, ®п — — 4.— arc sin (13)1 2 1 г 1 г 1 sin р ‘ 4 2 2 2 sin р ’ ' '

> . ТС । . — . sinp тс р р 1 . sinp /лп,,х
^1 = + у + Р + Р - arc sin ерш = - 4 - 2 - Т + Т агс 81П sinp ’ <13 )

- 4~ р — р — arc sin s^n -, = о+ т агс 8*п (1^')
' 2 r r sinp’ ‘ 4 2 2 2 sin р ’ ' '

> , тс . — , . sinp я р । р 1 • sinp /Л/,Мх = ?4~ it + Р — Р + arc sin-—4lV = , ’ О + о ;,arcsill-—-. (14”) 1 1 2 1 r r 1 sinp’ т 4 2'2 2 sin p ' '

Прямые изобразятся на фиг. 1 в виде ВВ', СС, АА', DD'.
Определение а = у), 4 = 4(3:, у) и вслед затем ах, ау, тжу в обла

сти, для которой имеет место (3) до кривых (8), ничем не отличается 
от решения той же задачи в изотропной среде.

Краевые задачи для уравнений (5) (х статьи^), к решению которых 
сводится определение а, 4, решаются в заштрихованных на фиг. 1 об
ластях, для которых выполнены (7).

Выведем уравнения для определения аж, ау, тжу в области, для которой 
имеет место (4).

Добавляя к уравнениям равновесия условие (4), получим систему 
уравнений в виде:

^ + ^ + т = 0, ^4-^ = 0, (15)
ох ду 1 7 ох оу

=—=4-s3Ctgp или тжу =—=4-axtgp. (16)
COS р COS р

Мы примем первое из равенств (16), однако все результаты останутся 
и для второго из них, если заменить р и К соответственно на — р и — К.

Полагая
Sin р г /п । \ "1ож = о —— [cos (24 4- р) cos р ] — ,
sin р sin р

б„ = а —[cos (2^ 4- р) cos р — 2 sin (24 4- р) sin р] -—Д= , 
sin р sin р

тжу = — о sin Р COS (2^ + р)

(17)

и подставляя (17) в (15), получим

~ cos (24 4- р) cos р — cos (24 4- р) sin р — 2о sin (24 4- р) cos р|^- + 

+ 2asin(24 + p) sinpfj + |^-Y = O;

cos (24 + р 4- 2р) - 2з sin (24 + р + 2 р) ^ 4- Y = 0.

Введем обозначения

£ =acos(24 + p), 7] = acos(244-p4-2p).

(18)

(19)

4 Решение краевых задач удобнее производить для уравнений (8) статьи^).
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Подставив (19) соответственно в (17) и (18), получим

sin р — т- К~х-~—=cosp?------ = ;
sinp sin р

sin р 1 гТ - 2~ , — ч К У 
= —--------- [csm2p 4-7) ]--------

sin р COS р sin р
тЖу = — sin р $ ;

— д£ . — sinp „ I 
cos p — 5- sin p 4- -—- Y = 0; ox. r dy r sinp 1 ’ I

dy sin p 1 )

(20)

(21)

Уравнения характеристик будут: 
первое семейство

у 4- £tgp = Const, а = В Ду = Const; (22')

второе семейство

х = Const, 8 =т] -(--ДЛ YV = Const. 
’ г 1 1 sin р ‘ 3

Решения уравнений (21) получим в виде

Т I , — — sin2p , 77
z =У + а, =-----VI + >sin р 1 sin р 1 ■’ 1

y4-Xtg р =Ф(а), ж = Ф(|),

(22")

(23)

где Ф и Ф—произвольные функции.
В случае отсутствия массовых сил решение уравнений будут

y-H^tgp =Ф (£), ж = Ф’(71), (24)

где Ф и Т—произвольные функции.
Подставив (17) в (4) получим значения ср., при которых имеют место 

условия (4):

Подставив (17) в (5) получим уравнения кривой, вдоль которой 
имеют место условия (5) в виде (8).

Подставив (8) в (19) получим кривую, состоящую из двух ветвей.
Одну ветвь этой кривой

2 = £п(?), ^=7^іі(?) или ? = ?п(£), ? = ?nh)

получим при изменении ср в пределах

1 
уагс

. sin р sin sin р

(25')
L_ ?
2 2 ’2

Она изобразится на фиг. 2 в виде ВВ'.
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Другую ветвь этой кривой

с = £ш(?), *l = iqni(?) или = Fni (?), ? = ? = ?nih)
получим при изменении ср в пределах

лор те р о , 1 • sin р
2 2 2 ' 4 2 2 2 sin р

Она изобразится на фиг. 2 в виде СВ'.

Фиг. 2

Если рассматриваемая среда сыпучая (К = К = 0), то получим вместо 
(25) соответственно две прямые в виде:

-_cos(2?n + p + 2р)-
* 71 ~ cos (2<рп + р) ' ’

гДе ?п дано формулами (13');
- cos(2?nr + p + 2р)_
7) —--------- :-------------;----с , COS (2?ш + р)

(26')

(26")

где срш дано формулами (13").
Определение а = а (х, у), ср = ср (ж, у), а вслед затем ах, ау, хху в области, 

для которой имеет место (4), сводится к определению Ф и Ф из (23) 
в заштрихованных на фиг. 2 областях.
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