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Введение. Для вязкой несжимаемой жидкости в полярных координатах ),( ϕr  
рассмотрим следующий класс стационарных цилиндрических течений: 

0≡υr , )(rυ=υϕ , )(rpp = ,    (1) 

0≡rF , ),( 2 rFF υϕϕ = , const, −ρµ , 

0≡τrr , 0≡τϕϕ , 





 υ

−
υ

µ=τ ϕ rdr
d

r . 

Здесь ),( ϕυυrυ  – вектор скорости, ρ  – плотность; ),( ϕFFrF  – вектор массовой силы; 

rrτ , ϕϕτ , rr ϕϕ τ=τ  – компоненты девиатора тензора напряжений; µ  – коэффициент ди-
намической вязкости.  

Задача о течении вязкой жидкости между двумя коаксиальными вращающими-
ся цилиндрами относится к классическим проблемам гидродинамики. Прикладные ас-
пекты данного вопроса связаны с гидродинамической теорией смазки, с формировани-
ем вихревых структур в природных и технических гидродинамических системах. Из-
вестно, что цилиндрическое течение Куэтта описывается точным решением стационар-
ных уравнений Навье-Стокса и определяет ламинарное движение ньютоновской жид-
кости, возникающее при относительном вращении двух цилиндров. Фундаментальные 
исследования задачи о течении между цилиндрами связаны со следующими проблема-
ми: гидродинамическая устойчивость/неустойчивость движения жидкости и начало 
турбулизации течения; изучение природы установления профиля скорости в зазоре 
между цилиндрами. Современное состояние этих исследований и библиография пред-
ставлены в книгах [1, 2]. В данной работе рассматривается неклассический вариант за-
дачи о течении жидкости между соосными вращающимися цилиндрами. А именно: 
учитывается рэлеевская сила сопротивления υζ−=≡ RFF , где 0>ζ  – коэффициент 
«внешнего» трения. Такая физическая модель означает [3], что влияние стенок и лами-
нарного пограничного слоя сводится к эффективному затормаживанию движения жид-
кости. Уравнения гидродинамики с рэлеевским трением применялись в [3, 4] для тео-
ретического изучения и лабораторного моделирования периодических течений в тон-
ких слоях жидкости, а также для анализа крупномасштабных физических явлений в 
океане и атмосферах вращающихся планет. Обычно в теоретических расчётах исполь-
зуется линейный вариант силы трения: const=ζ . В рамках приближения υ~ζ  в [3] 
построены гидродинамические системы, описывающие каскадный процесс преобразо-
вания энергии в турбулентном потоке. В данной работе изучено новое точное решение 
уравнений гидродинамики для случая, когда коэффициент сопротивления монотонно 
растёт при увеличении υ  и является чётной функцией скорости: ),( 2 rυζ=ζ , 

.0)(/ 2 >∂ζ∂ υ  Несколько новых аналитических решений стационарных уравнений гид-
родинамики вязкой жидкости с учётом нелинейной внешней силы сопротивления тече-
нию построены и изучены в [5]. 

Настоящая работа имеет своей целью: 1) дать новое точное решение, опреде-
ляющее цилиндрическое течение вязкой жидкости, испытывающей нелинейное воздей-
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ствие внешнего сопротивления; 2) изучить динамические свойства завихренности по-
тока. 

Точное решение. В классе решений (1) уравнения Навье-Стокса имеют вид 

rdr
dp 21 υ

=
ρ

,      (2) 

ν
−

υ
=

υ
+

υ ϕF
rdr

d
rdr

d
22

2 1 ,             (3) 

ρµ=ν / ; ζυ−=ϕF , ),( 2 rυζ=ζ . 
Очевидно, что уравнение неразрывности выполняется тождественно. Давление )(rp  
подсчитывается автономно от уравнения (3). Применяя логарифмическую координату 

)/ln(2/ 0rrR =≡α , запишем уравнения (2)–(3) в следующей форме: 
2/ ρυ=αddp ,       (4) 

)]/(1[/ 222 νζ+υ=αυ rdd .     (5) 
Далее будем работать с безразмерными величинами, обозначая их чертой сверху: 

1/υυ=υ , 0/rrr = , где 0r , 1υ  – положительные постоянные, имеющие размерность 
длины и скорости соответственно.  

Для коэффициента сопротивления возьмём частную зависимость следующего 
вида: 

222
0 /)21(/ rr υ+=νζ≡ζ ,     (6) 

и тогда из (5) получаем 
)1(2/ 222 υ+υ=αυ dd . 

Применяя к этому уравнению математические результаты работы [6], находим точное 
решение, определяющее скорость и давление жидкости: 

R
R

cos1
sin
+

=υ , 
2

)(
2
1

0 Rppp −υ=
ρυ
−

≡ , )2/exp(π≠r .  (7) 

Для функции (6) явная зависимость от радиальной координаты характеризует струк-
турную неоднородность, присущую внешней силе сопротивления. Динамические свой-
ства коэффициента сопротивления определяются неравенством 0)(/ 2 >υ∂ζ∂ . Условие 

0>p  обеспечивается подходящим выбором константы 00 >p . Данное решение спра-
ведливо на конечном отрезке r  и определяет течение между двумя непроницаемыми 
коаксиальными цилиндрами. На обеих граничных окружностях выполнено условие 
прилипания. 

Возможны следующие три варианта, рис. 1. Вариант 1: ],[ 10 rrr∈ , 100 rr << . 
Вариант 2: ],[ 02 rrr∈ , 020 rr << . Вариант 3: ],[ 12 rrr∈ , 1020 rrr <<< . Для варианта 1 
имеем: внутренний цилиндр 0rr =  неподвижен, 0)( 0 ==υϕ rr , а внешний цилиндр 

1rr =  вращается с постоянной угловой скоростью 111 /)( rrr =υ=ω ϕ . Для варианта 2 
имеем: внешний цилиндр 0rr =  неподвижен, 0)( 0 ==υϕ rr , а внутренний цилиндр 

2rr =  вращается с постоянной угловой скоростью 222 /)( rrr =υ=ω ϕ . Вариант 3 являет-
ся объединением вариантов 1 и 2: внутренний ( 2rr = ) и внешний ( 1rr = ) цилиндры  
вращаются вокруг их общей оси; на линии 0rr =  жидкость неподвижна. Ясно, что при 

0rr =  функция )(rpp =  имеет перегиб: 0rr = , 0=R , 0=υ , 0/ =drdp , 0/ 22 =drpd , 
0/ 33 ≠drpd . 
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Рис. 1. Схема расположения подвижного и неподвижного цилиндров 
для трех вариантов течения: части а, б, в соответствуют вариантам 1, 2, 3. 

Вихрь скорости ),,( zr ωωω ϕω  имеет только одну компоненту: 
0≡ωr ,   0≡ωϕ ,   )2/()]/([ rdrdrz ϕϕ υ+υ=ω , 

где z  – координата, отсчитываемая вдоль оси цилиндра. В результате вычислений по-
лучаем 

[ ] )2/())2/(()2/(1/ 2
10 rRpRprz ++++=υω≡ω . 

Зависимость (7) показывает, что для всех представленных здесь вариантов отсутствуют 
точки с нулевой завихренностью: 0),( ≠ω pR . Безразмерные градиент давления и вяз-
кое касательное напряжение вычисляются по формулам: 

rrd
pd 2)(υ
=≡π , 






 υ−

υν
=

ρυ
τ

≡τ ϕ
ϕ Rd

d
r

r
r 22

1

, 
01rρυ

µ
=ν , 

RRd
d

cos1
1

+
=

υ . 

Величина ν/1  есть число Рейнольдса; при проведении вычислений оно принято для 
определённости равным единице. В данном классе решений нет ограничений на выбор 
числа Рейнольдса. 

Результаты расчётов. Известно, что безразмерное число Тейлора Ta  и функ-
ция Рэлея drrdR rs /)( 2υ=  позволяют анализировать условия стабилизации профиля 
скорости в зазоре между цилиндрами. Обсуждение этого вопроса и библиография про-
блемы приведены в [1]. Для качественного и количественного описания свойств не-
классического течения (7) здесь применяются два способа подсчёта числа Тейлора. 
Число 1Ta  строим на основе функции завихренности )(rω=ω : 

[ ]

















 ω

ω=
2

522
1 )(Ta

rd
drr

rd
d . 

Число 2Ta  строим на основе угловой скорости r/υ=Ω : 

[ ]

















 Ω

Ω=
2

522
2 )(Ta

rd
drr

rd
d . 

Функция Рэлея имеет вид 

[ ]2)( r
rd

dRs υ= . 

Ещё одним важным источником информации является зависимость момента 1M  вязких 
сил и момента 2M  сил сопротивления от радиальной координаты. Для подсчёта этих 
величин получены следующие формулы: 

2
1 2 rM rϕτπ= , 3

2 rM υζνπ−= . 
Приведём здесь некоторые результаты расчётов. На рис. 2 для варианта 3 (см. 

рис. 1в) показаны зависимости завихренности ω , угловой скорости Ω  и суммарного 
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момента 21 MMM +=  от радиальной координаты r ; тёмным кружком отмечена линия 
торможения 1=r . Хорошо видно, что перемена знака функции )(rM  происходит на 
конечном удалении от окружности 0rr = . 
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Рис. 2. Течение в зазоре между двумя вращающимися цилиндрами:  

а) завихренность; б) угловая скорость;  
в) суммарный момент вязких сил и сил сопротивления. 

Графическая информация, представленная на рис. 3 и 4, позволяет сопоставить 
друг с другом свойства течений для вариантов 1 и 2 соответственно. Из рассмотрения 
рис. 3а, 4а следует, что различаются знаки функции Рэлея )(rRs  и знаки моментов 

)(2 rM  сил сопротивления. Знаки моментов )(1 rM  вязких сил одинаковые: по мере 
удаления от неподвижного цилиндра 1=r  момент )(1 rM  возрастает. На рис. 3б, 4б по-
казаны зависимости числа Тейлора 1Ta  от градиента давления π , от завихренности ω  
и от вязкого касательного напряжения ϕτr . Для обоих вариантов функциональные связи 

)(Ta1 π  и )(Ta1 ω  одинаковые в качественном отношении. Принципиальное различие 
между течениями с подвижным внешним (рис. 3б) и подвижным внутренним (рис. 4б) 
цилиндрами состоит в том, что для варианта 1 зависимость )(Ta1 ϕτr  неоднозначная: 
одному значению вязкого касательного напряжения соответствуют два значения крите-
рия 1Ta . Аналогичная неоднозначность наблюдается для зависимости )(Ta 2 ϕτr , см. 
рис. 3в. Для варианта 1 каждая из функций )(Ta 2 π  и )(Ta2 ω – немонотонная, имеет от-
чётливо выраженный максимум, см. рис. 3в. Вместе с тем для варианта 2 функции  

)(Ta2 ω , )(Ta 2 ϕτr  и )(Ta 2 π  имеют по два экстремума – один минимум и один макси-
мум, рис. 4в. Здесь максимум функции )(Ta 2 π  не показан – соответствующая точка 
находится вне интервала, представленного на рис. 4в. 
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Рис. 3. Свойства течения для варианта 1: неподвижен внутренний цилиндр. 
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Рис. 4. Свойства течения для варианта 2: неподвижен внешний цилиндр. 

Заключение. Дано новое точное аналитическое решение (7), определяющее 
стационарное течение вязкой жидкости между двумя коаксиальными цилиндрами. 
Центральным пунктом применяемой гидродинамической модели является внешняя си-
ла трения Рэлея. Рассмотрен изотермический режим движения жидкости. Проведены 
числовые расчеты и представлены варианты течения, относящиеся к подвижно-
му/неподвижному внешнему и внутреннему цилиндрам. Установлены функциональные 
связи числа Тейлора с градиентом давления, с вязким касательным напряжением и с 
завихренностью течения. 
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