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МАТЕМАТИКА
В. Л. ШМУЛЬЯН

О НЕКОТОРЫХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ СФЕРЫ В ПРО
СТРАНСТВЕ ТИПА (В)

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 30 VI 1939)

Пусть здесь и в дальнейшем Е обозначает пространство Банаха (1). 
ункция || ж || называется слабо дифференцируемой (2) в точке ж0, если 
іпцествует

lim !| ж°+ h’x^~ ИМ (Ж еЕ). (1)
h-*0 h

. Mazur показал (2), что слабая дифференцируемость нормы || х || в точке 
0 эквивалентна существованию единственной гиперплоскости, опорной 

к сфере || ж ||^1 в точке ж0. Если стремление к пределу разностного
II ж I h-x II_ 11 х IIотношения ■ -°-—равномерно во всей единичной сфере || ж || 1, 

то || ж || называется сильно дифференцируемой (2) в точке ж0.
Пусть Q обозначает произвольное множество. Тогда через Е (Q) 

мы обозначим произвольное линейное нормированное пространство огра
ниченных функций, определенных в Q, где || х || = sup | ж (q) |.

g £<}
Последовательность точек { qn} СЕ. Q называется экстремальной для 

функции х0 (q) £ Е (Q), если существует
lim ж0(7п) 

п —> со
и имеет место равенство

Но ll = | lim I .
I П-+СО I

Лемма. Пусть x0£E(Q), ||ж0|| = 1 и пусть {(?n}(ZQ произвольная 
экстремальная последовательность функции x0(q).

Тогда для каждого элемента x£E(Q), ||ж||®С1 и для любого числа 
О ф | А | < А найдется такая последовательность { q^: X)}(ZQ (n = 1,2,...), 
что

I Іфо + Л-жЦ—|фо!| _ L. m х . g.gn и m I

п —> со п -> со I

< | Lim ж (qn) • sign lim ж0 (qn) — lim ж (q^’’ ж)) • sign lim ж0 (qn'ж)) I. (2)

И кроме того
I I 1ітж0(^;ж))|-1|<2.|Л|. (3)
I n -> co
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[Здесь под символом Lim мы понимаем обобщенный предел, введен
ный S. Banach’ом

Доказательство. Если х С В (Q), || х || 1 и 0 =# | h | ~ , то су
ществует такая последовательность { q^’х)} CZ Q, что

II хо + h-x II = lim х0 (q^1’ ж)) +Л-1іт х (q^ ; ж))
Тогда

0< I lim х0 (qn) | — I lim х0 < | Lim [жи (qn) + h-х (?„)] I + 
|n->co |n->OO I |n->oo

I h I • Lim x(qn) n -> co
+1ИНЛ1-

— I lim a?0 (^’x)) I < I lim x0 (q^’ж)) Ч-Л-lim x (q^’ж)) |-f- 
|n->co I |n~>co n->oo

lim x0 (qn’ж)) <Ш-|ШЦ-|Л|-І 1іт«(^;ж)) |< 
n->oo I n-+ CO

<2-|Л .|И| ^2-|H

Таким образом неравенство (3) доказано. Докажем теперь неравен
ство (2).

II Яо + й-яЦ —1| М > | Lm х0 (qn)+h-Lim x(qn) I — 1 =

= [14-Л-Еітж(^п) sign lim x0 (qn)] — l = h-Limx(qn)-sign. lim x0(qn). 
n —> co n—> co n-> co n->co

G другой стороны
IIж0 + Л-ж|| —ll^o 11 = 1 lim ж0(^:ж)) + Л-1іт x(qn’x}) I — 1 = 

I n —> co n -► co

= Г I lim ж0 + lim x (qn’x)) -sign lim — К
L_|m—>CO I n—>co n—>oo J

< Л-lim ж(дпЛ,ж)) ’Sign lim x0 (qn’^)- n->co
Для доказательства неравенства (2) остается сравнить между собой 

последние 2 неравенства.
Теорема 1. Пусть x0^.E(Q), ||ж0|| = 1. Тогда для сильной диф

ференцируемости нормы || ж || в Е (Q) в точке х0 достаточно, чтобы 
выполнялось следующее.

Для всякой экстремальной последовательности {^n}CZQ функции 
x0(q) и любого x(q)^E(Q) (ЦжЦгСІ) последовательность

{x(qn)-x0(qn)}

сходится равномерно в единичной сфере (||ж||^1) к пределу, не зави
сящему от выбора экстремальной последовательности {^я}-

Доказательство. Из условия теоремы следует, что правая часть
неравенства (2) может быть представлена так:

lim [ж(?п)-£0(?п)]~ Нт ж (?nh; ж))-sign lim ж0(^;ж)) I. (3)
п —> оо п —> оо п->оо

Для доказательства теоремы нам достаточно показать, что выражение 
(3) стремится к нулю при h—>0 равномерно относительно ||ж|| ^1. 
Допустим противное, т. е. что существует такое s0 > 0, что для каждого 
0 < | Лр | < — р+1 (p = i, 2, ...) найдется хр £Е (Q), || хр || < 1, для которого

I lim [хр (qn)-xQ(qn)}~ lim хр (qnp! Хр)) ■ sign lim x0(q{np'’Хр}) I > s0 > 0. (4)
I n -* co n CO n->OO I
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Возьмем такую последовательность {пр}—+со, что

l^^-limrf (5)
n->oo z

I •••)• (6)
п ->со | *

Ясно, что lim | х0 (q^p’'Хр>) | = 1. Мы можем считать, что существует 
р —> СО

lim х0 (qnp’ Хр}) и что последовательность { (/ijf } является экстремаль- 
р -> СО

ной для функции ж0(р. Из соотношений (4), (5), (6) следует, что

| lim [M?n)-z0(?n)] —1>-20 ’ <7)
I п -> СО

если только р достаточно велико. Так как {^п} и {q\^’xpi} две экстре
мальные последовательности для функции x0(q), то из условия теоремы 
сразу следует невозможность неравенства (7) для произвольно боль
ших р.

Теорема доказана.
Следствие 1. Если Е—произвольное пространство Банаха, то для 

сильной дифференцируемости (|/|| в Е в точке /0, ||/01| — 1, достаточно, 
чтобы выполнялось следующее.

Из /с(жп)->||/0|| = 1, ||хп|| = 1 (п = 1, 2, 3,. . .), следует, что
|| Хп — ХтЦ —>0 для п, т—> со.

Следствие 2. Если Е—произвольное пространство Банаха, то для 
сильной дифференцируемости ||ж|| в Е в точке х0, || ж0|| = 1, достаточно, 
чтобы выполнялось следующее.

Из /n(^o)-»Ho|| = l, II/п 11 = 1 (П = 1, 2,...) следует, что
Н/п —/mil—> о для п,т->со.

Заметим, что теорема 1 является дополнением к следующей теореме 
автора (печатающейся в «Математическом сборнике»).

Теорема 2. Пусть x0£E(Q), ||ж0|| = 1. Тогда для слабой диффе
ренцируемости, нормы \\х\\ в Е (Q) в точке х0, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось следующее.

Для всякой экстремальной последовательности {qn} CZ Q функции х0 (q) 
и любого x(q)£E(Q) последовательность

{x(.qn)-x0(qn)}
сходится к пределу, не зависящему от выбора экстремальной последова
тельности {?„}.

Следствие 1. Если Е—пространство Банаха, то для слабой диф
ференцируемости H/Ц в Е в точке /0, ||/о|| = 1, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось следующее.

Если /0(жп)—»1, ||жп|| = 1 (тг = 1, 2,...), то последовательность 
{хп} слабо сходится.

Следствие 2. Если Е—пространство Банаха, то для слабой диф
ференцируемости || яЦ в Е в точке х0, ||ж0|| = 1, необходимо и доста
точно, чтобы выполнялось следующее.

Если /п (ж0) —»1, || /п || = 1, то существует
lim fn (ж) для всех х^Е.

п со
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Пространство Банаха Е назовем полуравномерно выпуклым, если 
из соотношений  

||ж„|| = 1, lim ||^Ц^|| = 1 (8)

 
(сходимость равномерна относительно к = 1, 2, . . .), следует, что  
|| Хп — «m|| —*0 ДЛЯ П, Ш—> со.

Каждое равномерно выпуклое (3) пространство является полуравно-  
мерно выпуклым.  

Пространство Е назовем слабо полуравномерно выпуклым, если из 
соотношений (8) следует, что последовательность {жп} слабо сходится 
к некоторому элементу х' g Е. Каждое полуравномерно выпуклое про
странство является слабо полуравномерно выпуклым.  

Теорема 3. Если пространство Е полуравномерно выпукло, то  
11/11 в Е всюду сильно дифференцируема.

Доказательство. Пусть || /01| = 1, ФДЕ. Предположим, что f0 (ж0) —> 1,
|| хп || = 1. Нам нужно показать, что в этом случае || хп— жт||—>0 для 
п,т-^со. Действительно || хп || + || xn+h || = 2 < /0 (хп) + /0 (жи+ь) + sn =  
~ + ^n+k) + en II %П + ^n+k II + ®n II ХП II + ||2 ^n + k II + «П! где  
lim sn = 0.
n ->co

Поэтому последовательность {xn} удовлетворяет соотношениям (8) 
и в силу пслуравномерной выпуклости Е последовательность {жп} схо
дится. Теорема доказана.

Аналогично можно доказать следующее предложение.
Теорема 4. Если пространство Е слабо полуравномерно выпукло, 

то ||/|| в Е всюду слабо дифференцируема.
Имеет место также следующая теорема.
Теорема 5. Если пространство Е равномерно выпукло, то из

хп —-> х0, ||^п||-> || «0 || следует, что || хп — хп ||—»0.
Недавно Д. Мильман (4) доказал, что равномерно выпуклое про-  

странство регулярно. Из одного результата, полученного Д. Мильманом 
совместно с автором, следует, что слабо полуравномерно выпуклое 
пространство тоже регулярно.

S. Mazur (5) доказал следующее предложение. Пусть выполняется 
следующее:

а) единичная сфера Е слабо компактна;
б) норма || х || всюду сильно дифференцируема.
Тогда:
1) для любого ограниченного выпуклого и замкнутого множества К 

и произвольной точки х0£Е, лежащей вне К, найдется такая замкнутая 
сфера, которая содержит множество К и не содержит точку х0;

слабо2) последовательность {хп}-> х0 тогда и только тогда, когда она 
ограничена, и каждая замкнутая сфера, содержащая бесконечно много 
элементов {х„}, содержит и точку х0, т. е.

слабо3) последовательность {жп}-> х0 тогда и только тогда, когда она 
ограничена и

lim || хп — х || > || хй — х || (х£Е).
П-+ со

Если единичная сфера пространства Е слабо компактна и если норма 
||ж || в Е всюду слабо дифференцируема, то пространство Е регулярно. 
Так как кроме того единичная сфера регулярного пространства слабо 
компактна (6), то пространства Е, имеющие свойства (а) и (б), указан
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ной выше теоремы S. Mazur’а совпадают с регулярными простран
ствами с сильно дифференцируемой нормой || х ||.

Из предыдущих предложений легко следует, что если пространство 
Е (Е) полуравномерно выпукло, то пространство Е (Е) имеет свойства 
(а) и (б) теоремы S. Mazur’а.

Теорема 6. Пусть пространство Е удовлетворяет условиям (а) 
и (б) теоремы S. Mazur'a и пусть {ж„} (~ Е, || хп || = 1 {п = 1, 2, . . 
Тогда, для того чтобы точка х0 обладала свойством

lim / (жп) < / (ж0) < lim / (ж„) 
П -> ОО я п -> ОО

необходимо и достаточно, чтобы каждая замкнутая сфера, Содержащая 
почти все {яп}, содержала и точку х0, т. е. чтобы

lim || хп — х || || х0 — х || (х^Е].
П -> СО

Теорема 7. Пусть Е и Е оба равномерно выпуклы. Тогда, для 
того чтобы ||яп^-ж0||—>0, необходимо и достаточно, чтобы выпол
нялось следующее:

a) lim || хп - х || > || х0 — х || (х g Я); 
п —> ОО

б) для некоторого х=х’£Е имеет место
lim \\хп — х' И = Иа;0 — х' ||. 
n -> co
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