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В 1925 г. Л. Вейснер в работе «On the number of elements of a group 
which have a power in a given conjugate set» (’) доказал следующую 
теорему:

«Пусть т — порядок элемента в классе сопряженных элементов 50І 
группы Число элементов группы, какая-нибудь степень которых 
принадлежит классу сопряженных элементов 9Л, кратно наибольшему 
делителю порядка группы, взаимно простому с т».

Приведенная теорема может быть получена как частный случай 
из весьма общей теоремы, установленной в 1938 г. П. Е. Дюбюком 
в работе «О фундаментальной теореме Фробениуса» (2). Эта теорема фор
мулируется так:

«Пусть т—наименьшее кратное порядков элементов, принадлежащих 
инвариантному комплексу $01 группы @5. Пусть п—делитель порядка 
группы ®, кратный числу т. Число элементов группы, n-ая степень 
которых принадлежит произвольному инвариантному комплексу ЭД и ка
кая-нибудь степень которых пранадлежит инвариантному комплексуй, 
кратно наибольшему делителю п, взаимно простому с т».

Если положить в частности в только что приведенной теореме п рав
ным порядку группы (У и принять инвариантный комплекс ЭД равным 
единице, то получаем из нее как следствие такое обобщение теоремы 
Л. Вейснера:

Пусть т—наименьшее кратное порядков элементов, принадлежащих 
инвариантному комплексу S0J группы Число элементов группы, 
какая-нибудь степень которых входит в инвариантный комплекс $0^, 
кратно наибольшему делителю порядка группы, взаимно простому с т.

В настоящей работе будет доказано предложение, обобщающее как 
теорему Вейснера, так и формулированное нами следствие из теоремы 
П. Е. Дюбюка. Метод, которым мы будем пользоваться при доказатель
стве, был развит П. Е. Дюбюком частично в цитированной выше ра
боте и частично в другой его работе, а именно: «Теорема, содержащая 
в себе теоремы Фробениуса, Вейснера и Туркина о числе элементов 
данного порядка в группе» (3).

Теорема 1. Пусть т—наименьшее кратное порядков элементов, 
принадлежащих произвольной системе элементов $0^ группы и — 
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нормализатор системы ЭЛ- Число элементов группы какая-нибудь 
степень которых входит в систему ЭЛ, кратно наибольшему делителю 
порядка нормализатора Л, взаимно простому с т.

Доказательство. Согласно формулировке теоремы определению 
подлежит число элементов X группы 65, удовлетворяющих условию

(1) 
где а может быть какпм-угодно числом. Пусть I будет наибольший 
делитель порядка группы @5, взаимно простой с т. Обозначим X1 через Z:

Xl = Z (2)
и заменим условие (1) соотношением

Z^^ (3)
где р может быть каким-угодно числом.

Нетрудно видеть, что равенство (2) вместе с соотношением (3) экви
валентно условию (1). Действительно, если элемент Х1 удовлетворяет 
условию (1), то, определяя число 8 из сравнения

/8 = 1 (mod т), 
очевидно будем иметь, что

Х?г5сЭЛ-
Переписывая же теперь последнее соотношение в виде 

z^xi,

заключаем отсюда, что элемент Xi удовлетворяет равенству (2) и усло
вию (3). Обратно, если некоторый элемент X удовлетворяет равенству (2) 
и условию (3), то следовательно р/-ая степень его принадлежит системе 
ЭЛ, т. е. рассматриваемый элемент удовлетворяет условию (1), если 
принять а равным $1.

Итак, вместо условия (1) рассмотрим равенство (2) и соотношение (3). 
Если существует некоторый элемент Хх, Для которого выполняются 

, поставленные требования, то должны иметь место следующие равенства:
X^Z^ (4)
Z^Mt, (5)

где элемент Мг принадлежит системе ЭЛ-
Порядок нормализатора Л системы ЭЛ обозначим через п и пусть 

элемент Zx имеет нормализатором группу порядка Пусть далее 
группа Лі порядка пх будет пересечением групп Л и Образуем 
полную систему вычетов

^ = 1, Х2,...; Nh
группы Л относительно ее подгруппы Лі- Все элементы

Zi^N^Ni (/ = 1, 2,..., к) (6)
различны и удовлетворяют условию (3). Для каждого элемента 
из системы (6) уравнение

Xl = Zi
имеет одно и то же число решений, кратное общему наибольшему 
Делителю D (I, h-^ чисел I и h^.
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Общее число элементов группы @5, удовлетворяющих одному из урав
нений

Xl = Zi (г = 1, 2,.

будет поэтому кратно произведению
kD (I, hj,

и все эти элементы удовлетворяют уравнению (2) и условию (3). Так 
как к есть индекс подгруппы 921 относительно группы 92, то

кпг = п. (7)
Но 921 является также подгруппой группы и поэтому есть дели
тель hr, вследствие чего D (l, h^ Делится на D(l, п-^. Таким образом 
искомое число решений делится на произведение

кD (I, nJ,

которое в свою очередь, принимая во внимание (7), кратно общему наи
большему делителю D (I, п) чисел I и п. Отсюда заключаем, что если 
Для данного числа р имеется элемент Хг, удовлетворяющий условиям 
(2) и (3), то этот элемент порождает в группе ® систему решений урав
нений (2) и (3) при данном значении р, и число элементов этой системы 
кратно D (I, п). Если найдется другой элемент Х2, не вошедший в пред- 
идущую систему и удовлетворяющий уравнению (3) при дополнитель
ном равенстве (2) Для того же значения р, то аналогичным способом 
построим для него систему решений, число элементов которой также 
будет кратно D(l, п). Продолжая этот процесс, наконец получим все 
элементы группы которые при данном значении р удовлетворяют 
условиям (2) и (3), причем число этих элементов будет попрежнему 
кратно D{1, п). Все предыдущие рассуждения справедливы Для произ
вольного значения р, следовательно общее число, решений, удовлетво
ряющих условиям (2) и (3) для всевозможных значений р, будет кратно 
D (I, п), если только среди них не могут оказаться равные между собою. 
Но если два решения X и X' совпадают, то Z = Xl и Z' = X'1 будут 
равны между собой, и системы решений, порождаемые элементами X 
и X', будут очевидно состоять из одних и тех же элементов.

Сделаем еще несколько замечаний к следующей интересной теореме, 
которая доказана в работе П. Е. Дюбюка, указанной нами (3):

«Пусть а—порядок элемента в классе ЭД группы (9 и т — порядок 
всех элементов в произвольной системе элементов 9)2 группы ®. Пусть 
далее п — делитель порядка группы, кратный т. Если а и т взаимно 
просты, то число элементов группы ®, n-ая степень которых принадле
жит классу ЭД и какая-нибудь степень которых входит в систему 
кратно

Прежде всего в приведенной теореме не обязательно вводить усло
вие, что п есть делитель порядка группы, так как оно было введено 
в формулировку теоремы повидимому только потому, что такое же усло
вие входит в нижеследующую вспомогательную теорему (4), которой 
автор пользовался в процессе доказательства:

«Пусть т и п— делители порядка группы и пусть п кратно т. 
Число элементов группы, порядок которых есть делитель п и какая- 
нибудь степень которых принадлежит произвольной системе элементов 
9)2 порядка т, кратно ср(ти)».

В доказательстве же этой последней теоремы указанное выше усло
вие нигде не используется, вследствие чего как она, так и интересующая 
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нас теорема будут справедливы и при отсутствии требования, что п есть 
делитель порядка группы.

Второе замечание состоит в том, что вместо класса сопряженных 
элементов можно рассматривать инвариантный комплекс элементов 
группы. Действительно, пусть инвариантный комплекс 91 состоит из к 
классов сопряженных элементов 9Ц, 912,... Число решений, удовлет
воряющих условиям

(1<і<«), (10)

где а может быть каким-угодно числом, на основании теоремы 
П. Е. Дюбюка кратно ^(т).

Сумма всех решений для различных 9іі (1 < ік) также будет кратна 
ф(ш). Действительно, очевидно не может существовать таких решений, 
которые удовлетворяют одновременно двум или более парам условий 
типа (10). Учитывая сделанные замечания, можно высказать такую 
теорему:

Теорема 2. Пусть а — наименьшее кратное порядков элементов 
комплекса 91 группы © и т—порядок всех элементов в произвольной 
системе элементов 2)1 группы @. Пусть далее п кратно т. Если а и т 
взаимно просты, то число элементов группы п-ая степень которых 
принадлежит инвариантному комплексу 91 и какая-нибудь степень 
которых входит в систему кратно ^(т).

Поступило
9 V 1939.
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