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МАТЕМАТИКА

С. ЛОЗИНСКИЙ

ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ FEJBR’a

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 2 V 1939)

1. Пусть / (ж)— непрерывная вещественная функция вещественного 
переменного ж, заданная на интервале — 1 < ж < 1. Пусть Жі"\ х^ ... 
^nn) суть нули n-го полинома Чебышева Тп (ж) = cos (n arccos ж). Обозна
чим через Ln(x) = Ln(j\ х) интерполяционный полином Lagrange’a по
рядка п — 1, удовлетворяющий условиям

Ln(x^)=f(x^) (k = l,2...n). (1)

Обозначим через Ln (х) =Ln (j; ж) интерполяционный полином Нег- 
mite’a порядка ^2п— 1, удовлетворяющий условиям:

Ln(^)=f(x^ (А = 1,2, ... п), (2)
L'n(x^) = 0 (k = l,2...n). (3)

Полиномы Ln (х) и Ln (х) определяются единственным образом. 
Известно, что предельное равенство

lim Ln (ж) = / (ж) ( —1<ж<1), (4)
п->оо

вообще говоря, не имеет места, но что

lim Ln (ж) = f (ж) равномерно при — l^x^l. (5)
п—>со

Соотношение (5) доказано Fejer’oM (х).
2. Пусть f (z) регулярна в круге |z| < 1, Непрерывна в |z| и 

пусть z15 z2 . . . zn суть корни n-ой степени из 1

2iws
zs = e п (s = i, 2 .. . п). (6)

^?Пусть Ln(z)=Ln(f- z) есть полином Lagrange’a, порядка — 1, 
удовлетворяющий условиям:

Ln(zs) = f(zs) (s = l,2... n), (7) 
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a Ln(z) = Ln(/; z) есть полином Hermite’a порядка < 2n — 1, удовле
творяющий условиям:

Ln(ze) = f(zs) (5 = 1,2 ... п), (8)
L'n(zs)=o (5 = 1,2, .. . 77). (9)

Известно, что
limLn (z) = / (z) при |z|<l, (10)
n->co

причем сходимость равномерна во всяком круге |z| «Ср < 1; известно 
также, что на круге | z | = 1 соотношение

limLn (z) — f (z),
П~>СО

вообще говоря, не имеет места (’)•
По аналогии с результатом Fejer’a, приведенным выше и относя

щимся к вещественному интервалу, можно было бы ожидать, что

limL„ (z) = f (z) 
n->oo

равномерно при | z | 1. Ниже будет доказано, что это предположение
неверно, а именно имеет место следующая теорема.

Те орема. Пустъ к — целое число, k^2,f(z) регулярна e|z|<l, 
непрерывна в | z | -С 1. Обозначим через Ln(z) =Ln(f', z) тот единствен
ным" образом определенный полином порядка ^кп — і, который удо
влетворяет условиям

Ln(zs) = f(zs) (5 = 1,2... n), (11)
Z^>(z8) = 0 (s = l,2... n, m = l, 2 ... k-1). (12)

Тогда

Um Ln (z) = f (z) при |z|<l, 
n-^co

причем сходимость равномерна при |z|^p<l. На круге |z| = l по
следовательность Ln (z) может расходиться.

3. Доказательство этой теоремы основано на некоторых асимптоти
ческих оценках, которые мы приведем сейчас без доказательства.

Введем следующее обозначение:

(13)

При этом имеет место асимптотическая оценка:

О» =0,1,2...4-2) (14)

<15)

Отметим еще неравенства:

2 I Г Т^пР (р целое >2’ (16)
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Полином Ln(z), упомянутый в теореме, имеет вид:

Пользуясь (14), можно получить следующую оценку:

(18)

Из этой оценки и (15) следует та часть теоремы, которая утверж
дает сходимость при ]z| < 1. Пользуясь еще (16), можем написать:

rn(z) = 0(l) + (l-Z")^Ln(z). (19)

Здесь 0(1)—величина, которая остается по модулю меньше фикси
рованной константы при всех п и z, | z | 1. Разумеется, указанная
константа зависит от /(z), точнее от max|/(z)|.

И<1
4. Можно (2) построить функцию /(z), регулярную в |z| < 1, непре

рывную в |z| 1, такую, что

1іт|£зп3 (/; — 1) |= + оо. 
П-+СО

Из (19) следует, что для такой функции 

1іт|ЛзПз(У; —1)|=-|- оо, 
П->СО

т. е. последовательность полиномов Ln(f-, z) расходится в точке z = —1. 
Теорема доказана.

5. Представляет интерес знать, когда последовательность Ln (f-, z) 
сходится равномерно к / (z) в |z|^l. Мы приведем здесь некоторые 
результаты, из которых первый известен.

Пусть / (z) регулярна в |z| < 1, непрерывна в |zj 1. Тогда для 
равномерной сходимости Ln(f; z) к /(z) в |z|<l достаточно выполне
ние каждого из следующих условий.

1. /(z) удовлетворяет условию Lipschitz’а порядка а>0при|г| = 1. 
Даже достаточно, чтобы / (z) удовлетворяла условию Dini, т. е. чтобы

lira ш (8) log 4-= 0, 
8-»+о 6

где ш (8)— модуль непрерывности функции F (б) = / (ei9).
СО оо

2. ^|сп|< + со, где cnz"— ряд Маклорена функции / (z). 
п=0 п=о

Аналогичное предложение принадлежит Marcinkiewicz’y (3). Доказа
тельство очень просто. Пусть Q(z) —любой полином порядка с п — 1.
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Очевидно, что

Ln (zmQ’, z) = Ln (Q; z) = Q (z) (v > 0 — целое число), (20) 

ибо в узлах интерполяции zs полиномы z'inQ(z) и Q (z) совпадают. 
Положим

(z) — Cvn “h Cvn+12 + • • • 4" C(v4-l)n—1 zn * (v — 0, 1 . . .).

Очевидно, что
ОО

flz^^Q^z). (21)
v=0

Из (20) и (21) следует:
ОО ОО ОО

Ln (f- z) = Ln (2 ^) = ^Ln (z-Qv; z) = V Q,
ч=0 v=0 >=0

Значит
co co

I Ln (f; z) -f (z) I = I 2 - 2 Qv (Z) I <
k=n V=1

co co co

k=n v=l k=n

что и требовалось доказать.
3. / (z) абсолютно непрерывна на | z | = 1. По теореме Hardy-Little

wood’а (2) ряд Маклорена для / (z) в этом случае сходится абсолютно^ 
а тогда результат следует из (2). Это условие (3) в частности выпол
нено, если/(г) конформно отображает круг |z |< 1 на область, огра
ниченную спрямляемой кривой Jordan’а.
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