
Доклады Академии Наук СССР
1939. Том XXIV, № 2

НЕБЕСНАЯ МЕХАНИКА

Г. К. БАДАЛЯН

ОБ УПРОЩЕНИИ УРАВНЕНИЯ ТРАЕКТОРИИ В ПРОБЛЕМЕ ДВУХ 
НЕПОДВИЖНЫХ ЦЕНТРОВ

(Представлено академиком В. Г. Фесенковым 14 V 1939)

В проблеме двух неподвижных центров уравнение траектории может 
быть записано в виде

7(Х)=Л(р) + Р, (1)
где

7 (X) = С - М — и Ц (р) = С —т 

причем
Н (X) = hi- -р ^-2Х фи и 5 (р) = Лр2 -р Адр -р а (3)

и где X и р суть эллиптические координаты движущейся точки. Связь 
их с прямолинейными координатами и остальные дополнительные све
дения читатель найдет в (\ 2, 3, 4). Согласно указанному в этих статьях 
выбору координат и единиц измерения переменные Up удовлетворяют 
следующим неравенствам

1 X оо; — 1 С р 1. (4)
Для отдельных частных типов движения эти интервалы изменения X 

и р заменяются иными интервалами, являющимися частями интер
валов (4) и указываемыми нами ниже.

Задачей настоящей заметки является установление тех дробно
квадратичных подстановок вида

\   ао ~Р а2^2 __ «О -р ДдЩ -р Да7!2
6о + + М2 ’ Зо + М + Рг1!2 ’ ' '

которые приводят эллиптические интегралы (2), входящие в состав 
формулы (1), к нормальному лежандровому виду

= t ' - и Zx (р) = М С —— rfTi —
J /(l-Wr*2?) J W

соответственно.
Вопрос о таких подстановках представляет интерес для целей раз

вития количественной теории движения в названной проблеме, причем 
имеются основания полагать, что дробно-квадратичные подстановки 
доставляют более простой аппарат для названного приведения, чем 
например дробно-линейные подстановки, коими интересовался Таль- 
квист (2). Существенным для наших целей является также установление 
связи между видами подстановок и типами соответствующих движений.
2 Доклады Акад. Наук СССР, 1939, т. XXIV, № 2.
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Само преобразование оказалось более удобным вести следующим 
образом. Сначала интегралы (2) преобразовались к виду

}/Я(1—Mu2) (1 —Ви2) |/ (1 — А^) (Г— вх»2)
при помощи следующего частного 
новок (5):

вида дробно-квадратичных подста-

1 + U2
1 — U2 и _ 1 + »2

1 — »2
или X _ Л1 + Х2Ц2 Н + НаР2 (8)

1 + U2 1 + ю2 ’ '
где Хх, Х2 рх и у2 суть корни многочленов R (X) и S^), причем вели
чины Н, А, В и Н1^ Лх, Вг зависят как раз от этих корней Хх, Х2 
и щ р2, которые в свою очередь зависят от постоянных интеграции Лиа. 
Употребление подстановок (8) позволяет упростить вычисления.

После этого теория преобразования (5) эллиптических интегралов (7)
к нормальному лежандрову виду доставляет нам подстановки

и2 ^0 +

&о + &2?
И U2 % + ад2 

Po+K’l2’ (9)
где, во-первых, очевидно один из коэффициентов может быть равен 
единице, но кроме того по крайней мере один из них (можеть быть 
и два) обязательно должен равняться нулю, и наконец оставшиеся два 
коэффициента (или только один из них) зависят от постоянных интегри
рования; в том случае, когда только один из коэффициентов зависит 
от постоянных Лиа, тогда другой либо равен —1, либо равен 0. Эти 
подстановки (9) как раз позволяют нам завершить интересующее нас 
преобразование.

В помещаемой ниже сводке результатов мы не даем отдельно проме
жуточных подстановок (8) и (9), но ограничиваемся лишь указанием 
окончательной подстановки, которая получается исключением пере
менных и и v из (8) и (9) и имеет следующий вид:

} = «0 + «2?2 

Ьр + &2?2 ’

___ ао + а2^2

Со +, М2 '

представляющий частный случай подстановки (5).
Как видно из таблицы, каждому типу движения соответствуют по 

две различные подстановки для X и р, причем одна из этих подста
новок несколько сложнее, чем другая. Что касается модулей эллипти
ческих интегралов, то для них получаются одинаковые выражения 
в обоих случаях.

По' поводу связи между типами движения и типами подстановок
должно отметить, что связь эта хотя и существует, но взаимно одно
значной не является.

В заключение укажем, что в нашей работе, напечатанной на армян
ском языке (6), мы рассматривали подстановки только для X, причем 
наше утверждение о том, что других подстановок, кроме приведенных 
в этой работе, не существует, как видно из результатов, приведенных 
в настоящей заметке, не верно.

^Поступило
19 V 1939.
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