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МАТЕМАТИКА

П. В. СОЛОВЬЕВ

ФУНКЦИИ ГРИНА ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 18 V 19^9)

Пусть в пространстве (х, у, t) задана область

/ 0 х b \
D = dI 0 у с I 

\ О С t < hj

Эту область будем называть параллелепипедом. Требуется найти функцию 
G (х, у, t; т), С) = G (М, Р), которая относительно переменных x,y,t 
является решением уравнения

д2и . д2и ди  ~ 
дх2 ' ду2 dt (1)

в области D и относительно переменных т;, С — решением уравнения, 
сопряженного первому (точка Р ф М) для той же области. Функция 
G (М, Р) в области D имеет ту же особенность, что и функция

(х-»2+ (у-у)2
4(t-C) (2)

На границе*  области D функция G(M,P)~0. Функцию G (М, Р) 
в дальнейшем будем называть функцией Грина для параллелепипеда D 
уравнения (1). Применяя тот же метод, что и при построении функции 
Грина для трапеции уравнения теплопроводности**,  получим:

со [2(n—1) Ь4-х+В]2 _ [2nd—х — £]2
G (М, Р) = ^-. У I е~ фе -

П=1
[2(n—1) Ы-х—£]2 [2пЬ—х+£]2 оо [2(т—1)с+у+^]2

- е « - е } 2 {е ~ +
т=1

'{^тс—у—^г [2(т—1)с+У—т)]2 [2тс—v+vl2 Д
Фе -е -е ) =

= s f, е, с I b) g (у, t; 7], с I с). (3)

* Под границей области D будем понимать грани параллелепипеда у = 0; 
у = с; х = 0; х — Ь.

** См. ДАН, XXIII, № 2 (1939).
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Ряд g (х, f, 5, СI Ь) абсолютно и равномерно сходится в области D 
Действительно, сходящийся ряд 

п0-1 [2(п-1)Ь+х+ЕР [2nb-x-t]2 [2(п—1)&+ас—S]g
+е -е -

П=1
[2пЬ—х+$]2 со

-е
П—По

является мажорантным рядом по отношению к ряду g (х, I; В, С |
Здесь п0 и к подобраны так, что

для п п0 (что возможно). Следовательно ряд g (ж, 2; 5, С | &) абсо
лютно и равномерно сходится в области D. Точно также нетрудно 
установить абсолютную и равномерную сходимость рядов

d2g . 3g . d^g, dg
dx2 ’ dt ’ d? ’ дІ ’

полученных из ряда g (ж, t; 5, C | b) почленным дифференцированием. 
Ряд (3), представляющий собой произведение Двух абсолютно и равно 
мерно сходящихся рядов, абсолютно и равномерно сходится в области 
D вместе с рядами

дЮ . дЮ . d2G _ d2G _ dG ' dG
dx2 ' Uy2 ’ aF ’ dn2 ’ "dt ’ ~di ‘

Далее после подстановки убеждаемся, что
G^M, Р) |W = G(M,P) |ч=о= 0. 

Z=k 7)=С
Таким образом ряд (3) представляет собой функцию Грина для 

параллелепипеда D уравнения (1).
Построим теперь функцию Грина G(M, Р) для цД- 1-мерного парал-

/ 0 У хг 

лелепипеда D = D [ п уравнения

У 0 eg Z h / 

. v1 d2u du 

i=l 
Поступая аналогично предыдущему, получим 

п
G(M, Р)= 1 п П§(жь СС|щ),

І=1
где 

п [2'(п-1)аг-+жг-+ег-]2
g(xi,k', t, £|щ)= 2 {е +

п=1
[2паг— Xi-У2 [2(п-1)аг-+хг--у2 [2па,—Xf+Zg]2 ч

+ е _е -.е }.

(5>
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Ряд (6), представляющий собой произведение п абсолютно и равно
мерно сходящихся рядов, является абсолютно и равномерно сходящимся 
рядом в области D.

Ряды, полученные из ряда (6) почленным дифференцированием 
дЮ дЮ dG dG . _, „ .

’ dt ’ dC (4-1, 2, . . . n),

также будут абсолютно и равномерно сходящимися в области D. Функ
ция G (М, Р) (ряд 6) в области D имеет ту же особенность, что и 
.функция

Г2 П

І=1
Далее,

G(M,P)\it.at = G(M,P)\^0=Q (г = 1,2; ...n).

Построенная функция G (M, P) таким образом действительно является 
функцией Грина уравнения (5) для и + 1-мернбго параллелепипеда!).

Функция Грина G (М, Р) для п+1-мерной пирамиды

V к IL 
где

Л = тт{ 2(^1*;) 5 T(V^);’" } > °’

имеет вид
G(M,P) =—Ц fig ИЛ; tS\ki, к], а,),

(г І=1 
тде

00 , [2nk/t—2(n—l)(hi t+a8) —Xj—ZiP

n=l

— {[nki — (n — 1) k]] Xi — [nki — (n — 1) k'i\2t + (n — 1) [nki — (n — 1) ] aj — 
[2nkjt—2n(kj t+aj) +Xj~ e,]2

— e —{n(ki — ki)Xi — n2(k'i — ki)2t +
[2n(ki t+a^)-2(n-l)

+ n[(n+l) ki — nk'i]ai} + e 4((-с) —
— {[nki — (n — 1) Aj] Xi — [nk'i — (n — 1) ki}2t — n [nk'i — (n — 1) ki] щ} — 

[2nh,t;+2n(k( t+a,-)+x,—Ы2
— e —^п^ — ^Хі — тРікі — к'іУі-^
+ n[(n+l) ki —nk'i] «і} } •
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