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нроЙТЛ настоящей заметки является указание еще более простых, 
необходимых и достаточных условий для сходимости законов распределе
ния сумм независимых слагаемых к предельному, чем указанные в моей 
предыдущей заметке (і). Упрощение достигается за счет некоторого “зме 
нения постановки вопроса. 1

° ЭТ°® ММеТКе’ ““ “ ‘

Жп1, ХП2 • • • , Xnhn (1)
независимых в каждой серии случайных величин. Эти случайные вели- 

ны называются предельно постоянными, если можно найти такие 
постоянные величины bnh, что разности^- bnk пренебрегаемы в пределе 
т е равномерно относительно k (1 k кп) выполняется при 
s > и соотношение любом

Р { I Xnk — Ьп^ | > s} —» 0. 
п->оо

Очевидно, что в качестве Ьпь, если они вообще существуют можно 
выорать медианы величин xnh, т. е. такие постоянные jnnk, что ’

Р {хпн < mnk} < — < Р {ж„й < тпк].

Обозначим закон распределения случайной величины xnk через 
’ тогда для того’ чтобы величины xnk были предельно.постоянны 

необходимо и достаточно выполнение соотношения

Р
SUP \ 1 + х2 (ж 4" тпк) —> 0.

1<к^кп J Т х И->оо
— ОО

Мы будем искать необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
можно было подобрать такие постоянные Ап, для которых законы распре
деления сумм 1 р

— жп1хп2 + ... -\-xnkn — Ап (2)
сходятся к предельному (в каждой точке непрерывности последнего) 
оти необходимые и достаточные, условия найдены мною в двух формах: 

е о р е м а 1. Для того, чтобы можно было подобрать постоянные 
п так, чтобы законы распределения сумм (2) независимых предельно 
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постоянных случайных величин сходились к предельному, необходимо 
и достаточно существование такой функции G (и) (G(— оо) = 0), что: 

kn и
1. 2 i^tdFnh(x + znk)->G(u)

Л™ J 1 Т •*' п->со
R—1 — оо

в точках непрерывности G (и);
kn ОО

2. 2 1 । dFnk (х anfe) >G(4-co),Ad J 1 -Ь x
fe=1 -co

где
anfe = mnh+ $ xdFnh(x + mnk)- 

|x|<l
Примечание: Если

lim lim 2 ( \ xdFnk (x+mni)) =0, (3)
e->0 n->oo , , >h=l |x|<8

to anft в теореме 1 можно выбрать равными медианам ^nk = тпк). Если 
предельный закон не имеет гауссовой компоненты [т. е. если

G( + 0)-G(-0) = 0]
или если закон Fnk (ж) симметричен относительно медиан, то соотно
шение (3) выполняется.

Теорема 2. Для того, чтобы можно было подобрать постоянные 
Ап так, чтобы законы распределения сумм (2) независимых предельно 
постоянных случайных величин сходились к предельному, необходимо и до
статочно существование таких функций М (и) [для и < 0; Л/ ( — оо) = 0] и 
N (и) [для и > 0; 2V(оо) = 0] и постоянного а, что:

1. В точках непрерывности функций М (и) и N (и)

2 (и + тпк)—>М(и) для и < 0,
Й=1 
kn 
\[Fnk(u-\-mnk) — i.]-+N (и) для и>0.
ft=i 
kn >

2. lim lim V / \ x2dFnk(x-[-mnk) — ( \ xdFnk (х-у mnk) ) l=a2.
s—>0 п—к» 4™ <4 у J у J

К=1 |x|<s |х|<е

Постоянные Ап можно выбрать равными
ОО

Ап = 2 { mnk Н" Г + 0)2 nk + тпк) } ■ 

/1=1 —ОО

Логарифм характеристической функции предельного закона дается 
формулой П. Леви

-о
lg?W=-yi2 +$ dM(u) +

— ОО
ОО

+0
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В качестве следствия из данных здесь теорем приведем наиболее общую 
ферму закона больших чисел для сумм независимых слагаемых 7 
Л., что^рн я^ом^Т"' постоянные

р {| Хп1 + хп2 + ... 4- жпйв — лп I > S} —» о, 

необходимо и достаточно, чтобы
Ъп со
V, Г $2

j 1 Ж2 dFnk (ж + m„k) —> 0.
k—1 —ОО п->оо

Заметим, 
в пределе, то 
чины на

Ч^6СЛИ “Редположить, что величины хпк пренебрегаемы 
ду в формулировках теорем 1—3 можно заменить вели-

J х dPnh (ж), где г — любое постоянное число. Таким обоа- 
|х|<7 Г

зом мы попутно получаем теоремы, изложенные 
заметках (\ 2). в моих предыдущих

пои Хпм Г Д°^зательств теорем 1-3 заметим следующее. Если 
сходятся к ВЫбОре К0нстант А- зак°ны распределения сумм (2) 
сходятся к предельному, то всегда выполняются следующие два условия:

1. Существует независящее от п постоянное С, для которого

(ж-)- mnk)

2. Для каждого s > 0 существует не зависящее от п число l(s) такое 
что при некоторых х = х (и) число такое,

Рп [ж-f-1 (s)] — Fn (ж) 1 — Se
Здесь через Fn(x) обозначен закон распределения суммы

Sn — хп14- жп2 4- ... 4- Жпйв.
(4)

Это позволяет использовать следующую лемму: 

характеристических функций которых определяются по формуле " } 
со

Ліх
1 —со ' .у П У ) У|Х|<£ Х 7

в которой s —любое положительное постоянное чиепо пЯтта™ 
свойством, что их разность F (г\ <Ь (^\ „„ исло, обладают тем 
к нулю. Разность (ж) -Ф„ (ж) при n->oo сходится по мере

Эта лемма является обобщением известной теоремы Г М Бая™ т-

Из леммы 1 получаем:
q е м м а 2- Для того, чтобы при некотором подборе постоянных А 
законы распределения сумм (2) независимых предельно постоянных елv

ВеЛИЧИН СХ0ДИ“ к предельному, необходимо идостоточно' 
чтобы к предельному сходились безгранично-делимые законь? распреде- 
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ления, логарифмы характеристических функций которых определяются 
формулой

= — iAnt + +
k=l 1

oo

+ j (eite — 1) dFnk (x + mnfe + xdFnh (x + mnh)I .
-oo |x|<l J

Предельные законы для обеих последовательностей совпадают.
Лемма 2 вместе с теоремой 2 моей прежней заметки (2) и приводит к же

лаемому результату.
Институт математики Поступило

Московского государственного университета. 3 V 1939.
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