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МАТЕМАТИКА
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О ПСЕВДОКОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ ОБЛАСТИ НА СЕБЯ 
С ФИКСПУНКТОМ НА ГРАНИЦЕ

(Представлено академиком Н. Е. Кочиным 29 IV 1939)

1. Пусть D—однолистная область пространства двух комплексных 
переменных з1, з2. Тогда в этой области согласно С. Бергману может 
быть определена так называемая ядровая, функция:

К (з, з) = К (з1, z2, з1, ?) = 2 । (z1’ I2' (П
k=0

Здесь coft образуют в D ортогональную, нормированную, полную (для 
регулярных в D функций / с | f |2 dm < со, dm — элемент объема) систему

D
функций. К (z, z) может быть также определена с помощью некоторой 
минимальной задачи, чем устанавливается, что она зависит только от 
области D. С помощью К (z, z) в D определяется риманова метрика, инва­
риантная при псевдоконформных отображениях области D (1):

ds2 = Tmidz™dz\ Tm^^k (2)

[(2) положительная эрмитова форма; под псевдоконформным отображением 
z*k = fk (z1, z2) понимается взаимнооднозначное отображение области D 
через пару аналитических функций].

Пусть (2, 3)
u* (z, 7) = Т d^MJz,t) = Lk(z,t) )

' w dtr К (z,t) v

так называемые репрезентативные координаты области D относительно 
точки t (П, t2). Здесь М (z,t) = К —так называемая минимальная

функция D (х). Индекс (г) здесь и далее указывает, что соответствующая 
величина вычислена в точке t. Пусть

az4 = (z1, z2) Ър (4)
б. м. преобразование группы аналитических движений инвариантной 
геометрии (2). К числу этих движений принадлежат все псевдоконформные 
отображения области D на себя.
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Как мной установлено (4) ранее, функции могут быть всегда пред­
ставлены так [точку Р (t , Z2), фигурирующую в цитируемой работе, мы 
заменяем точкой Z]:

= /г,\
dtsdte dte dts ' 7

Исходя отсюда, мы можем, пользуясь (3), (4), а также равенством (4) 
(записанным для точки Z) только что цитированной работы, написать:

3 К (z, 0] = (t) ip 4- r(z) ip (z, t) ip - гЛ (6)

Здесь $s,r; w8 7-ковариантные производные соответствующих вели­
чин в точке t. Заметим, что в метрике (2)

Пусть далее Е — некоторая последовательность точек ZJz), z|) обла­
сти Е, сходящаяся к некоторой граничной точке G (z1, р) области D 
Мы условимся -Называть величины a, относительным порядком величин 
K{z, Z), Lk(z, Z) на последовательности Е, если существуют в D и дости­
гаются равномерно во всякой области Dx (область вместе со своей 
границей целиком лежит в D) отличные от тождественного нуля пределы:

' (7’

Относительно этих определений заметим, что если величины
Tkh К (ti, G) стремятся к co, то всегда a, < 1 Это следует из не­
равенств

\K(z, t)\2^K(z,z)
I Lh (z, Z) I2 < К (z, z) ■ К (Z, Z) (Z, Z), <8)

получаемых применением неравенства Шварца к выражениям (1) и (3)
В случае областей, для которых поведение ядровой функции на гра­

нице области изучено С. Бергманом (4) (при этом еще должны быть сде­
ланы некоторые предположения о последовательности^), в выражении (7) 
Thk К может быть заменено некоторой степенью К. В этих случаях 
Нт A(z;, г,) = оо. Заметим наконец, что если D—гипершар или бици­
линдр, то а = = 0.

2- Пусть для составляющих (z) б. м. преобразования группы анали­
тических движений области D существует такая последовательность 
А точек Zj (Z), Z,), сходящихся к граничной точке G, что lim (Zj) = 0.

Это очевидно выполняется, если (z) регулярны и равны’нулю в точке 
G [последнее например имеет место для б. м. преобразования некоторой 
непрерывной группы псевдоконформных отображений области D на себя, 
преобразования которой регулярны в граничной точке G и имеют ее своим 
фикспунктом]. В этом случае может быть доказана следующая теорема-

Теорема.
izh = (z1, Z2) ip

6. m. преобразования группы аналитических движений пространства 
для которых lim ;k(Z[,Zi) = O [Е (t}, tl) — некоторая последовательность 
точек ti области D сходятся в граничной точке G].

Тогда, если выполняются условия'.
(А) существуют порядки л, величин K(z,~t) и Lk (z, Z) на Е;

866



(В) существует
lim s®,
І—>со

(KTSS)-^  s (4 Ф 0);

(С) существуют и равны нулю пределы

Нт ? И-г-^со п. г->со Л
то существуют функции

vs = lim-^—— us (2;ц) = FS (z1, z2). 
, i->oo A

Они определяют некоторое аналитическое отображение с отличным 
от тождественного нуля определителем области D на некоторую об­
ласть В. В этой области преобразованиям группы аналитических дви­
жений, порождаемой б. м. преобразованиями ozh = ^h^p, отвечают ли­
нейные, однородные отображения области R на себя.

Здесь
Ssh = ТЫ — KiK^m — KmKssl + К^К„ф) —

- ± (KKsm - KsKm) (ККц - K^Kt) - -

дТті ЭТ^ \
dts 8 dt*  /

Доказательство этой теоремы основывается на соотношении (6) 
При ее формулировке мы не делаем никаких предположений относительно 
характера границы области и расположения последовательности Е отно­
сительно этой границы.

Если рассмотреть случаи, изученные Бергманом в его работах, посвя­
щенных исследованию поведения кернфункции на границе области (х), 
то мы придем к следующим результатам (мы сохраняем терминологию 
и обозначения цитируемой работы):

1) В случае, если для последовательности Е и области D выполняются 
условия «приближения А1» к точке 3-го порядка (каковой должна быть 
точка G), то условия (В) и (С) нашей теоремы могут быть заменены усло- 

dis (KTSS)~^
вием существования lim---- ;-------- =-----и требованием, чтобы порядок 

г->оо dt\ (КТ11)-^

стремления ;s(4 к нулю был не ниже, чем величины р2 (р— проекция Gti 
на внутреннюю нормаль к граничной гиперповерхности в точке G).

2) В случае, если для последовательности Е и области D выполняются 
условия «приближения Av» к точке 2-го порядка (каковой должна быть 
точка G), то условия (В) и (С) нашей теоремы могут быть заменены усло-

(кт™)-?*
вием существования lim---- ---------------  и требованием, чтобы порядок 

i-»co dt,
стремления £s (Ц) к нулю был не ниже, чем р2 (р имеет прежний смысл).
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* Здесь суммирование по индексам s, к не производится.
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